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TD 14. Espaces vectoriels et applications linéaires.

Exercice 1. Les ensembles F' suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels de E 7

Quand c’est possible, donner une famille génératrice de F.

a) F={(z,y) € R* / 2y =1} pour E = R?
b) F={(a+b,—a,2a—0b)/ (a,b) € C*} pour E =C?
c) F={(a,—a,1—a) /a€cR}pour E=R3
d) F={(z,y,2) €C®/z—y+22=0} pour E=C?
e) F={(z,y,2,t) eR* Jo+y+z2+t=0etx—y+2z+t=0} pour E=R*
f) F={(z,y) € C* [z #y} pour E =C?
g) F:{<$+3y x—y) /(x,y)ERQ} pour E = M3 (R).
2y —r+y
h)Fz{( i)GMQ((C)/x+y+z—2t:0}pourE:Mg((C)
i) FF = {UGRN/REI}EOOunzo} pour £ = RN
j) F={ueR"N/ (u,) diverge } pour E = RN
k) F={feFR,R)/ f(0) =0} pour E = F(R,R)
) F={feFRR)/ f(0)=1} pour E = F(R,R)

m) F={f e F(R4,R) / f croissante} pour E = F(Ry,R)

Exercice 2. 1) Dans l'ev E considéré, déterminer si C' est combinaison linéaire de A et B :
a) Dans E=R3, A= (1,1,2), B=(3,0,1) et C = (5,2,5).
b) Dans £ = F(R,R), A: x> cosz, B:x+ sinz et C: x> cos(2x).
c) Dans E=F(R,R),A:z—az+1,B:a—z—1et C:aw x|

2) On reprend l'exemple a). Montrer 1'égalité de Vect(A, B), de Vect(A, B, C) et de Vect(B, C).
Exercice 3. Soit E = RY. On note F l’ensemble des suites constantes et G l’ensemble des suites
convergentes de limite nulle.

a) Montrer que F' et G sont des sous-espaces vectoriels de F.

b) Montrer que F' et G sont en somme directe. Déterminer F & G.

Exercice 4. Soit, dans F = F(R,R), F (resp. G) 'ensemble des fonctions paires (resp. impaires).
a) Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de E.

b) Montrer que F' et G sont supplémentaires dans F.

Exercice 5. Soient, dans £ = D(R,R) (ensemble des fonctions dérivables de R dans R) :

F={feE/f0)=f(0)=0} e¢ G=X f: R - R / (a,b) € R?
r — axr+b

a) Montrer que F' et G sont des sous-espaces vectoriels de E.

b) Montrer que F' et G sont supplémentaires dans E.



Exercice 6. Les applications suivantes sont-elles linéaires 7
a) p: C* — C

(x,y) — 2x+vy f) ¢: F(0,+oo[,R) — R
b) ¢: R} = R? f = f(1)
(x,y,2) — (x—y,z+y—2) g) ¢: DR,R) — FR,R)
o ¢: R — R? f = [
(z,y) — (z—y—1,22—1) h) ¢: FRR) — FR,R)
d ¢: R* — R f = | f]
(z,y) — 2% +2y° ) ¢: Ma(R) — My(R)
e) ¢: R — R? \ M — A],W_MA
z = (x,22) o A € M3y(R) est fixée

Exercice 7. a) Soit f ’endomorphisme de R? défini par f : (z,y) — (z — y, 22 — 2y).
Déterminer Ker f et Imf.
b) Méme question avec ’endomorphisme f de R? suivant : f : (z,y,2) — 2y+z2,0+2, —z+y+2).

Exercice 8. On considére C vu comme un R-espace vectoriel. Soit f: C — C

z = z+iz.
Montrer que f est un endomorphisme de C, puis déterminer Ker f et Im f.

Exercice 9. Soit £ = C(R,R) (ensemble des fonctions continues de R dans R).
On définit v: EF — E
fo= e af(a)].
a) Laquelle de ces deux notations a un sens : u(f)(x) ou u(f(x))? Montrer que u € L(E).

b) Montrer que u est injective.

Exercice 10. Soient E et F' des K-ev, f € L(E,F) et g € L(F,E).
a) Montrer que Ker f C Ker(go f) et que Im(go f) C Img
b) Montrer : Ker f = Ker(go f) <= KergNIm f = {Or} , et Im(go f) = Img <= Kerg+Im f = F.

En déduire une CNS pour que Im f et Ker g soient supplémentaires dans F.

Exercice 11. Soit E un espace vectoriel et f, ¢ deux endomorphismes de E.
a) Montrer que si f et g commutent alors Ker f et Im f sont stables par g.

b) Montrer que dans le cas ou f est un projecteur, la réciproque est vraie.

Exercice 12. Soit f: R3 — R3

(z,y,2) = (z,y,2).
Montrer que f est une projection ; déterminer les sous-espaces vectoriels associés a cette projection, et

le projecteur associé a f.

Exercice 13. Soit n € N*, montrer que les ensembles S,,(R) et A, (R) des matrices carrées de taille n
respectivement symétriques et antisymétriques sont des sev de M,,(R), et qu’ils sont supplémentaires.

Déterminer la projection sur S, (R) parallélement & A, (R).

Exercice 14. On définit F = {(z,y,2) € R® /a2 +y+2=0} et G ={(z,y,2) €R® Ja =y =2}
a) Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de R3.
b) Soit p la projection sur F' parallélement a G, et s la symétrie par rapport & F' parallélement a

G. Déterminer p(x,y, z) et s(x,y, z) en fonction de x,y, z.



Exercice 15. Soient p et ¢ des projecteurs d’un espace vectoriel E.
a) Montrer que p + ¢ projecteur <= pog+qop=0<=pog=gqop=0.
b) On suppose que p + ¢ est un projecteur.
Montrer que Im(p + q) = Im(p) & Im(q) et Ker(p + q) = Ker(p) N Ker(q).

Exercice 16. Soit F un espace vectoriel et f, g des endomorphismes de E. Montrer :

fog=1f et gof=g<= fetgsontdes projecteurs de méme noyau.



