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TD 13. Matrices et systémes linéaires.

Systémes linéaires

Exercice 1. Résoudre les systémes suivants :

r—y+42=6 r—2y—3z=1
o=l 2 1 2 3
y+22+t= T—Yy+z=
1) —2r—4y+3z2=-1 2) 3)
20 4+3y—t=5 r+y+2z=2
r+y—3z=—6
—3x—8z+t=-15 20 +y—2z=1717

(

z+y+3z+t=1
r+y+z+t=2

4) {2z +y+z2+t=1 5)

T+2y+22=2

204+ 3y +2z—t=0
rT+2y—z—-2t=-1

k—y—|—4z+3t:2

Exercice 2. Résoudre les systémes linéaires & parameétres :

rx+4y+3z=a z+y=1
1) {3z+13y+122=b ,(a,bc)eR? ) daxt2tz=2 ,(ab)cR?
dr + 15y +9z =c¢ 2r+y+az=>

4—m)z+2y=0 . . .
3 ,m e R (Quelle interprétation géométrique proposez-vous ?)

—z+(1-=m)y=20

(1-XNz+y—22=0 M+y+z=1
4) —x+(2-Ny—2=0 ,AeER 5) Jx+ly+z=Xx ,AeR
—x+y—Az=0 r+y+rz=1

Matrices

8 0
Exercice 3. Soit A = (0 1).

1°) Soit M € M3(R). On suppose que M3 = A.
a) Montrer alors que AM = M A.
b) En déduire que M est diagonale.
2°) Résoudre I'équation M3 = A ot M € M3 (R).
Questions bonus (sans tout refaire) :

— Qu’obtiendrait-on si I'inconnue de I’équation était M € Ms(C)?

4 0
— Qu’obtiendrait-on, avec B = <0 1), pour I'équation M? = B d’inconnue M € M3(R)?



a® ab ac

Exercice 4. Soient a, b, ¢ trois réels. Soit N = [ ab % be
ac be c?

1°) Ecrire N comme le produit d’une matrice colonne et d’une matrice ligne.

2°) En déduire N" pour n > 1.

2 11
Exercice 5. Déterminer A™ pour tout n € NJoun A=10 2 1
0 0 2

1 11 1 -1 -1
Exercice 6. Soient J =1 1 1|etA=]-1 1 -1
1 11 -1 -1 1
a) Calculer J" pour tout n € N.
b) Calculer A™ pour tout n € N.
a 0 b
Exercice 7. Soient (a,b) €ER2et M = [0 a+b 0
b 0 a

1) Calculer M2 — 2aM + (a? — b?)I3.
2) En déduire une condition nécessaire et suffisante pour que la matrice M soit inversible. Dans ce cas,

calculer M 1.

# —sinf
Exercice 8. Pour tout 6 € R, on pose R(f) = €08 S )

sinf cosf
1) Pour tout (0,0") € R?, calculer R(6)R(6").
2) Montrer que pour tout # € R, R(6) est inversible, et calculer son inverse.
3) Calculer, pour tout 6 € R et pour tout n € Z, R(0)".

Exercice 9. On dit qu’une matrice N € M, (K) est nilpotente s’il existe p € N* tel que NP = 0.
a) Soit N une matrice nilpotente et p € N* tel que NP = 0.
Que dire de N* pour k > p? N peut-elle étre inversible ?
b) Montrer que si A et B sont nilpotentes et commutent, alors A + B est nilpotente.
¢) Montrer que si A est nilpotente et que A et B commutent, alors AB est nilpotente.
d) Soit N une matrice nilpotente et p € N* tel que NP = 0.
Montrer que I,, — N est inversible et donner son inverse.

Sy TR 1—a? &
Indication : on s’inspirera de la formule valable pour un nombre x # 1 : = Z:p .

CL2

Exercice 10. Soit A = a | pour a > 0.

0
1°) Calculer A2 en fonction de A et I3.

Q—eim ©
R O Q

2°) En déduire que A est inversible et calculer A~

3°) Montrer que, pour tout n € N, A" = o, A + 5,13 ou (ay,) et (B,) sont des suites réelles qui

vérifient des relations de récurrence & préciser.

4°) En déduire A™ pour tout n € N.



-1 -2

5 3 1 1
Exercice 11. Soient A = ( ) et P = ( )

1) Montrer que P est inversible, et calculer P~
2) Calculer D = P~1AP.

3) En déduire A™ en fonction de n pour tout n € N.

Exercice 12. Montrer que les matrices suivantes sont inversibles et déterminer leurs inverses :

13 3 1 11 1 -1 0 2 2 -1
A:<34>;B:207 ;o C=11 2 2 ; D= 2 -1 2
1 0 3 1 1 2 -1 2 2
1 -1 1 1
1 1 -1 -1
Bonus : E =
1 1 1 -1
1 -1 -1 -1
2 -2 1
Exercice 13. Onpose A=|1 -1 -1
1 -2 2

Discuter I'inversibilité de A — AI3 suivant la valeur du paramétre réel A.



