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TD 12. Dérivation.

Exercice 1. Etudier la dérivabilité de la fonction f: R — R

1—e"siz <0
r = et —1

et +1

Exercice 2. Pour les fonctions f suivantes, justifier que f est de classe C* sur son domaine de

six > 0.

définition, et calculer pour tout n € N la dérivée n-iéme de f :

20 — 1
a) f(z) = (322 +x —5)sin(z) b) f(z) = 54_ . c) f(z) = e” cos(x)
1
Exercice 3. Soit f la fonction définie sur R par f(z) = — 1
x

a) Justifier que f est de classe C*° sur R. Justifier que pour tout n € N, il existe un polynéme P, tel
que
Py ()
(14 z2)ntl
b) Vérifier que, pour tout = € R, (1 + 22)f'(z) = —2zf(z).
c¢) En déduire : Vn € N*, Vx € R,

VzeR, fM(z)=

Poii(z) + (2n +2)xPy(x) + (n® +n)(1 + 22)P,_1(x) =0

In(1
Exercice 4. On pose f(x) = ni;—az)
T
a) Montrer que f réalise une bijection de | — 1, 1] sur un intervalle & déterminer, et qu’elle est de

classe C* sur | — 1, 1].
b) Justifier que sa réciproque f~* est de classe C>. Calculer la valeur de ( f *1)/ (0), et déterminer
(f _1)// en fonction de f~! et des dérivées de f.

Exercice 5. Soit a > 0, et f : [0,a] — R continue qui vérifie : f(0) = 0, f dérivable sur |0, a| et
f(a)f'(a) < 0. Montrer qu'il existe ¢ €]0, a[ tel que f'(¢) = 0.

Exercice 6. 1) Soit n € N* et f: R — R. On suppose que f est n fois dérivable et qu’elle admet
n + 1 valeurs d’annulation distinctes.
a) Montrer que f’ admet au moins n valeurs d’annulation distinctes.
b) Montrer que f (") admet au moins une valeur d’annulation.
2) Application : Soit P une fonction polynomiale de degré k € N.
Que dire du polynéme P*+1)?

A l'aide 1), montrer que ’équation P(z) = e® admet au plus k + 1 solutions distinctes sur R.

Exercice 7. Soit f : I — R avec I intervalle.
a) On suppose f de classe C! sur I.
Montrer que si f’ ne s’annule pas sur I, alors f est strictement monotone sur I. En déduire
qu’elle est injective.
b) On suppose f dérivable sur I.
Montrer que si f’ ne s’annule pas sur I, alors f est injective.

Indication : raisonner par contraposée.



Exercice 8. Soit a > 0 et f :[0,a] — R une fonction dérivable, telle que : f(0) = f(a) = f/(0) = 0.
f(z)

Montrer que g est prolongeable par continuité en 0.

a) On pose, pour = € |0,a], g(x) =

Montrer que g est dérivable sur ]0, a], et calculer ¢'(x) pour x €]0, al.
b) Montrer qu’il existe ¢ € 0, a[ tel que la tangente en ¢ & la courbe représentative de f passe par

I’origine.

Exercice 9. a) Montrer que pour tout x positif, Arctanz < z.

b) Montrer que pour tout x € ]0,1[, Arcsinz < : .
—x

uo 2 0
Exercice 10. On définit la suite (uy)nen par Uy, + 2
VneN, upt1 = ——.
3u, +5

a) Montrer que (u,)nen est bien définie.

b) Si (up)nen converge, quelle est la seule valeur possible pour sa limite 7 On notera ¢ cette valeur.
c) Déterminer un réel k €]0, 1] tel que pour tout n € N, |up+1 — | < klu, — ¢|.
)

d) En déduire que (u,)pen converge vers ¢.

Exercice 11. 1) Soit f: R* — R

x
Tr .
et —1
Montrer que f se prolonge en une fonction de classe C' sur R.
1—2
2) Soit f:x — Arctan
) / 1+=x

Quel est le domaine de définition de f?
Montrer que f est prolongeable par continuité en un certain point, et déterminer si le prolon-
gement est de classe C' ou non.

Question bonus : simplifier 'expression de f(x).



