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TD 10. Ensembles et applications.

Exercice 1. Soit E un ensemble et A, B, C des parties de E. Montrer :
(ANBCANC)et ( AUBCAUC)= B CC.

Exercice 2. Soit F un ensemble, A et B des parties de E. Montrer que les propositions suivantes sont

équivalentes :
(i) ACcB
(ii) BC A
(iii) BUA=F
Exercice 3. Déterminer les ensembles demandés (on ne demande pas de justifier) :

a) Pour f = cos:
FR) 5 TR 5 f(02e) 5 ) s fN0-L2) s IS0 s N2

b) Pour f définie sur R* par f(z) =

Vial
f(] - 1aO[U]0a1D ; f_l(] _272]) ) f_l (] _OOaOD

Exercice 4. Discuter de l'injectivité, de la surjectivité et de la bijectivité de chacune des fonctions

suivantes :
fi: R = R i fo:r RZ 5 R
R — (x,y) — 2z-—3y
2 +1
fz: RZ — R? i far [emom = [-1,1)?
(@,y) = (@+y,z—y) x — (cosz,sinx)

Exercice 5. Onpose f: N — N et g: N — N

n — n+1 0 sin=0
n
n — 1 sinon.

Discuter de l'injectivité, de la surjectivité et de la bijectivité des applications f, g, fog, go f.

Exercice 6. Soit y € [1, +o00[. Résoudre I’équation d’inconnue x € Rt : chz = y.

Interpréter le résultat.

Exercice 7. Soit f: C\{—-i} — C

zZ—1
z

a) Montrer que f réalise une bijecfionlde C\{—i} sur un ensemble & déterminer, et expliciter la
réciproque, que 'on notera f~.

b) On identifiera les complezes avec les points du plan.
Soit P = {z € C / Im(z) > 0}. Déterminer f(P).
Indication : traduire la proposition "y € f(P)" a laide de la fonction f~1.



Exercice 8. Soit g: C\ {i} — C
-
z ©

a) Montrer que g réalise une bije—gtilon de C\{i} sur un ensemble & déterminer, et expliciter la
réciproque, que 'on notera g~

b) On identifiera les complexes avec les points du plan.
On note I' le cercle de rayon 2 et de centre 1.

Déterminer g(T").

Exercice 9. On pose f(x) =In (330 + V922 + 1).
a) Montrer que f est définie sur R.
b) Montrer que f est bijective de R sur R et expliciter f~!.

Exercice 10. Soient E, F', G et H des ensembles non vides, f: F — Fetg: F — G.
a) Montrer que g o f injective = f injective et que g o f surjective => ¢ surjective.
b) Application : soit h : G — H. On suppose que g o f et h o g sont bijectives. Montrer que f, g et h

sont toutes trois bijectives.

Exercice 11. Sans se servir de ’exercice précédent.
Soient E, F' et G des ensembles non vides, f : E — Fetg: F — G.
a) Montrer que si g o f est injective et f surjective, alors g est injective.

b) Montrer que si g o f est surjective et g injective, alors f est surjective.

Exercice 12. Soit £ un ensemble. On note 1 la fonction constante égale a 1 sur P(E).

a) Montrer que pour toutes parties A, B de E,
Iz=1-14 Tanp=1alp Tyup=1a+1p—-1ulp LTap=14—14ylp

b) On rappelle que pour toutes parties A, Bde E, A= B <= 1,4 =15.

Se servir des fonctions indicatrices pour montrer que, pour toutes parties A, B de F,

(AUB)N(ANB)=(ANB)U(ANB)

Cette partie de E dont on vient de donner deuz "expressions” s’appelle la différence symétrique

de A et de B, elle est notée AAB. Sauriez-vous la représenter avec des "patates" ?



