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TD 4. Complexes.
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Exercice 1. Soient z et 2z’ des complexes de module 1 tels que 2z’ # —1. Montrer que 1 est réel.
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Exercice 2. Résoudre |z — 1| = |z + 3.

Exercice 3. Déterminer ’ensemble des nombres complexes z tels que z, % et 1— z aient méme module.

Exercice 4. Soient z,2’ € C, montrer : [z + 2/| + |z — 2|2 = 2 (|2|* + |¢/|?) .

Interpréter géométriquement cette relation ( Identité du parallélogramme).

Exercice 5. Mettre les complexes suivants sous forme trigonométrique (o 6 est dans [0, 27]) :

1+ 1-3i\" ,
=2 —2V3 9= — == 24 = 2ie?
1 2 31 3 <z—2> 4

25 = —€'0 ; 2z =sin(f) ; 27 = —sin() +icos(f) ; zg =i — €'t

Exercice 6. On pose z1 =3+ 3i et 20 = V2 + V6.
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Déterminer les formes algébrique et trigonométrique de z = 2L ; en déduire cos({3) et sin(f5).

Exercice 7. Déterminer I'ensemble des entiers n tel que (14 )™ soit réel.

Exercice 8. On note w = ei277r, A=w+w?+wh et B=w3+w®+ub.
a) Montrer que B = A et que Im(A) > 0.
b) Calculer A+ B et AB, en déduire A et B.

Exercice 9. Soit a € C, une racine 5éme de 1'unité, distincte de 1.
Montrer que (a? +a +1)(a® +a+1)(a* +a+1) = a(a+ 1).

Exercice 10. Linéariser sin? x cos® .

Sommes

Exercice 11. Soient n € N, et a, b des réels. Calculer Z cos(ak +b) et Z sin(ak + b).
St 7 o
%) + cos(—ﬂ) + cos(—ﬂ).

3
Application : calculer S = cos(l) + cos( I) + cos( T B
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Exercice 12. Soit n € N* tel que n > 2, p € Z et w = €*™/™. Calculer les sommes suivantes :
n—1 n—1
_ ny ok ) , : _ kp
S) = kZ_O <k>w (on montrera que c’est un réel) ; Sy = kz_gw .

n

Exercice 13. Soit n € N*, n > 2, et § € R\{k§ / k € Z}. Calculer Z
k=0

cos(k0)
cosk @ -




Equations

Exercice 14. Résoudre les équations suivantes d’inconnue z € C :
a) 2z + 6z = 3+ 2i. b)z+ZzZ+j(z+1)+2=0.

Exercice 15. Résoudre les équations suivantes d’inconnue z € C :
a) 2t =-7-24i  b) 2® =4v2(1+1)
Exercice 16. Résoudre les équations suivantes d’inconnue z € C :

a) iz +(4i—3)z+i—5=0
b) 322 +2(1 — 3m)z + 3m? =0 ol m paramétre réel
c) 22 —2(1 4 cos(¢))z + 2(1 + cos(¢p)) =0 ot ¢ paramétre réel

d) 28 -2 4+i+1=0
e) 723 — (14 +2i)2% + (14 + 4i)z — 4i = 0 sachant qu’une solution est imaginaire pure
f) (22 +1)2=(2+1)° (indication : factoriser le membre de gauche)

Exercice 17. Résoudre les équations suivantes d’inconnue z € C :

a) (z—1)"=2z2" ou n € N supérieur a 2 est fixé
24+ 1\° 2+ 1\? z+1
b =-1
() G5) ()
c) 22" —2cos(nf)z" +1=0 ou n € N supérieur a 2 et § € R fixés
d) e =1—i

Géométrie et complexes

Exercice 18. Dans chacun des cas suivants, préciser la région du plan complexe des points d’affixe z

vérifiant la condition indiquée (a désigne un réel fixé) :

a)l+z[<a ; b) [1+z2=4 ; c)0<1<]i—2<2;

d) [zl =1—-2=1 ; e)z:rei%ﬂ,re[o,Q] : f)z:Bew,Ge[O,%}.

z4+2
Exercice 19. Pour tout complexe z # —1, on pose Z = + .

En raisonnant géométriquement, déterminer I’ensemble des points d’affixe z tels que :
a) ZeR

b) Z € iR

c) |Z] =1

Exercice 20. Déterminer les points M d’affixe complexe z tel que, si A est d’affixe 1 et N d’affixe
1+ 22, les trois points N, A, M sont alignés.

Exercice 21. Soient A, B et C trois points distincts du plan, d’affixes respectives a, b et c.
a) Montrer que le triangle ABC est équilatéral direct si et seulement si a + bj + j2c = 0.
b) En déduire que le triangle ABC est équilatéral si et seulement si a? + b? + ¢ = ab + ac + be.



