PTSI2 — 2025/2026 Lycée La Martiniére-Monplaisir — Lyon

Calcul de dérivées et justification de la dérivabilité : corrigé.

Exercice 1

4
1°) f:x (Inz)

f est définie et dérivable sur R . Pour tout z €€ R} :

1
4.~ (Inz)*z— (Inz)* .1 ) — (In )t

2 x2

34—Inz

2°) f iz (cos’z + 3)sin(2z)

f est définie et dérivable sur R. Pour tout x € R :

f'(z) = (cos2 x+ g) 2 cos(2z) — 2sin(z) cos(x) sin(2x)

3°) f:xz+ exp(sh(x))

f est définie et dérivable sur R. Pour tout x € R :

f'(x) =] ch(x) exp (sh(x)) |

4°) fraxw (2 + 2 —2)*

f est définie et dérivable sur R, et pour tout x € R,

f(z) =|4(32% + 1) (2% + 2 — 2)°

23 sin(5x — 1)

5° :
) frre Inx

[ est définie et dérivable sur R* \{1}, et pour tout 2 dans cet ensemble,

(3z%sin(5z — 1) 4+ 2.5 cos(5z — 1)) Inz — 23 sin(5z — 1)1

r?sin(5z — 1) 3Inz — 1) + 523 cos(5x — 1) In(z)
(Inx)?

6°) f: x> cos(sinz) — sin (cosx)

f est définie et dérivable sur R, et pour tout x € R,

f'(z) = cosx [(—sin) (sinz)] — (- sinx) [cos (cos x)] = ’ sin z (cos(cosx)) — cos x (sin(sinx)) ‘

1



7°) f:x+— Arctan (m)
z+1
f est définie et dérivable sur R\{—1}, et pour tout x dans cet ensemble,

oy Ix(x+1)—2x1 1
T e 1+( ; >2
r+1

(z +1)?
1 1
(+1)2 (1+2)%+2?
(x+1)2

1
222 +2x + 1

Vous constaterez que l'expression existe pour £ = —1 : on n’en déduit pas pour autant

202 + 22 + 1
que f est dérivable en —1, puisque f n’est méme pas définie en —1!!

1 1
8°) frxw— <x+2>sin
x x

f est définie et dérivable sur R*, et pour tout x dans R*,
2x 1 1 1 1

/ o .
fi(z) = <1 - a:4> sin + <;E+ x2> <_xz> cos
2 1 1 1 1
=/(l—-—=3)sin—— |-+ —|cos—
x x r oz x

. . L. 1 , 2
Il est intéressant de connaitre la dérivée de x — — : c’est z — —-
T
. . 1 : .
Cela se trouve trés vite en écrivant — sous la forme 72, ce qui se dérive en —2x73...
z
o1
9°) f:x— ’
' 2 —1

f est définie et dérivable sur R\{—1,0,1}, et pour tout = dans cet ensemble :

1 1 1
1+ e z(2?—1) —e* =222 2 22 _ 1) — 923 pr— 1
) NEETEENEY

(x2 _ 1)2 x2(x2 _ 1)2

10°) f:x— (%)

f est définie et dérivable sur R, et pour tout z > 0, f'(z) = exp (2% In(z)) = exp (exp(zInz) In(x)).



Donc pour tout x > 0,

f(z) = (exp(a: lna:)l + (xl +1.In(z )) exp(zInz) ln(x)> exp (exp(z Inz) In(z))

exp(zInx) exp (exp(zInz)In(x))

Exercice 2

1°)

2°)

fixz— y/tan(z) :

Pour tout = € [0, 5[, tan(x) existe et tan(x) > 0, donc | f est bien définie sur [0, F[|.

Sur ]0, Z[, tan est dérivable et est a valeurs dans R sur cet intervalle.

x +— y/x est dérivable sur R .

3

Par composition, f est dérivable sur ]0, 5|

Pour tout = € ]0, 5,

1+ tan?(z)

f@) = 2y/tan(x)

fix— Va2 -3z —-10:

X? —3X — 10 est un trinome du second degré de discriminant A = 9 + 40 = 72, donc ses racines

3+7 3-7
i 5 et 5 = —2. Comme le coefficient de X2 est positif, pour tout z € R :

sont

22 =32 —10> 0 <= x €] — 00, —2] U [5, +-00]

Donc ‘ f a pour domaine de définition | — oo, —2] U [5, +00]. ‘
x +— 22 — 3z — 10 est dérivable sur | — oo, —2[U]5, +oc[, et pour tout x € | — oo, —2[U]5, +o0],
22 — 32 — 10 > 0. De plus x — /T est dérivable sur R%.

Par composition, ‘ f est deérivable sur | — oo, —2[U]5, +0o0]. ‘

Pour tout x €] — oo, —2[U]5, +0o0],

2z — 3

Jlw) = 2Vz?2 — 3z — 10




Soit x €]5,400] :

f(x) = f(5)  Va%—3z—-10
r—9 N r—9
(x+2)(x—5)
T —5
= T carx—5>0doncx—5:\/:t:—52

T —

g

i

fa) = 56)
r—>5 r—5

Donc ‘ f n’est pas dérivable en 5 ‘

Soit x €] — 00, —2[ :

flx)— f(=2)  Va?—-3z—-10
r—(-2) T+2

2
= carx+2<0et —ax+5<0

fz) = f(=2)

X — (—2) T——2

Donc ‘ f n’est pas dérivable en —2. ‘

3°) frxw—

T
V2—1x

Pour tout réel z, 2 —x > 0 <= z < 2. Donc ‘ f est définie sur | — o0, 2| ‘

x — 2—x est dérivable sur | — 0o, 2] et a valeurs dans R* sur cet intervalle; et « — /x est dérivable

sur R ; donc par composition, x — /2 — x est dérivable sur | — oo, 2[.

Par quotient (z — x est dérivable sur | — oo, 2[), ‘ f est dérivable sur | — oo, 2| ‘

Pour tout z €] — o0, 2],

1
7 )_1X ‘2_56_%\/2—3;_ 22 —z)+x i-z
= 52 T2 2(2-1) |2v2 22— 2)

Autre maniére de faire le calcul : en écrivant f(z) = z(2 — z)” 2,

NI

f’(flf) =1x (2 —.T)ié + X <_;> % (_1) % (2 _x),%fl

3
2

=(2-2)x(2-2)F+5(2-2)

:2(2—;)+x(2_$)_:§
_ 4;x(2_x>_%




4°) f:x+— Arcsin (e“'”z> :

Pour tout z € R, —z2 < 0 donc 0 < e~*" < 1, autrement dit 2 — ¢~ est & valeurs dans 10,1].

Comme Arcsin est définie sur [—1, 1] qui contient ]0, 1], ‘ f est définie sur R ‘

Pour tout réel z, e =le= —a2=02=0.

donc, pour tout x € R*, e’ €]0, 1], et = +— e~ est dérivable sur R* par composition.

Par ailleurs, Arcsin est dérivable sur |—1, 1] et donc sur |0, 1[. Par composition, ‘ f est dérivable sur R* |

Pour tout x € R*,

2
—2xe™*

g2 o 1
\/1 . (6_“;2)2 \/1 — 222

F(w) = (~22)e

50) f s ArCCOS (\/1:_71‘2> .

Pour tout z € R, 1 + 2% > 1 donc V1 + 22 > V1> 0 donc 0 < < 1. Comme Arccos est

1
V1+ a2

définie sur [—1,1], ‘ f est bien définie sur R ‘

x + 1+ 22 est dérivable sur R et & valeurs dans R* | et o ~— /7 est dérivable sur R* , donc par
1

V1+ 22

composition, x — v/1 + 22 est dérivable sur R, ainsi que z — par quotient.

Arccos est dérivable sur | — 1, 1].

V1422

Par composition, ‘ f est donc dérivable sur R*

1
#—1,etﬁ:1<:>1+x2:1<:m:0.
X

. Pour tout x € R*,

Or, pour tout = € R,

2x
Fia)= AL —
(” 1“32)2 \/1—

()

1
_ T 1
S VIta(14a?) [ 1
1+ 22
_ T 1
CVI+ 221422 [T+a2-1
1+ 22
_ T 1 _ T
CVI+ 221422 Va2 | |z|(1+a?)
1422
Donc, pourtoutxeR*,f’(x):i,etpourtout:UER*_,f’(x):;l.
1+ a2 1+ 22
o z—1
6°) fix—ux 1
x#—1
Soit D le domaine de définition de f. Pourx e R, x € D<= ¢ 7z —1 S
z+1"—

Le plus simple est de faire un tableau de signe :



T —00 -1 1 +o0
z—1 — - 0 +
x4 1 - 0 + +
ii + - 0 +
Donc‘D:] —o00,—1[ U [1,—&—00[‘.

x
Par quotient, = est dérivable sur | — oo, —1[ U |1, 400[ et a valeurs dans R’ sur cet

T+
ensemble, d’aprés le tableau de signe. Or x — /z est dérivable sur R%. Donc, par composition,

| — 00, ~1[ U1, +00]|

puis produit avec x — x,

Ix(x+1)—(z—1)x1

-1 1 2

Wz €] —o0,—1[ UL, 400, Fi(@)=1x 1/ +ax (1+2)
r+1 9 r—1

r+1

x—l r+1
\/x—l—l 1—1—3322\/30—1
T —1

V:c+ 1+x \/ 1

Remarque : Attention pour les simplifications!

est faux.

Six < —1,z+1et z— 1 sont strictement négatifs, donc écrire

Mieux vaut écrire, lorsque ¢ est positif, \/% =4/ ‘%’ = \/% =
Pour tout z € | — 0o, —1[ U |1, 400,

\/|x—1|+ x  A]r+1]
Vie+1  N+z?2 |z —1]

B |x—1|+ T 1
Vig+1  [1+zly/]z+1] |z — 1]
2
( |a:—1|) 1+ z|+x

4zl ]r 1 ]r — 1]
|z —1|.|lz + 1|+ 2

a1 r - 1]

_ ?—1+x
11+ z|Va? -1

T Vr -1

fl(a) =

car 2 —1 > 0 sur | — oo, —1[ U |1, +o0|

f@) = f) _ Varl

— 400 Donc
r—1

1 \/q:—|— 1V —1 z—1

Etude en 1 : Pour tout « € ]1, +00],

: ]i

‘ f n’est pas dérivable en 1 ‘




7)

8°)

9°)

10°)

frx—zyx:
f est clairement définie sur R.

x +— y/x est dérivable sur R* ainsi que x — x, donc par produit, f est dérivable sur RY , et pour

tout z € R* |

/ _ 1 - :;
1

. - 3 . . 3_
On le trouve encore plus vite en écrivant que zv/x = x2 se qui se dérive en 5372

Prouvons & part la dérivabilité en 0 (remarque : évaluer 'expression valable sur R* est tout sauf
une preuve!!) : pour tout x > 0,
— f(0
@O0 _ o
z—0 z—0
Donc f est dérivable en 0 et f/(0) = 0.
[z 10VE
Pour tout = € Ry, /Z existe et est réel donc f(x) = 10V? existe, et c’est exp (v/z In(10)).
x — /x1In(10) est dérivable sur RY, donc par composition avec exp qui est dérivable sur R, f est

dérivable sur R* .

Pour tout x € R,

Fa) =| 5o exp (VEI(10)

fra= Y (x—12+/(z-1):
Pour tout = € [1,+oo|, (x —1)2 > 0 et (x — 1)3 > 0 donc f(x) existe.
1 1
On peut d’ailleurs écrire f(z) = ((z — 1)%)3 + ((z = 1)3)? = (& — 1)% + (z — 1)%
La fonction x ~ 3 = exp (% In :c) est dérivable sur RY , et sa dérivée est z %x_% De méme
x> 22 est dérivable sur R% .

La fonction x +— 2 — 1 est dérivable sur |1, +o00[ et & valeurs dans R* sur cet intervalle, donc par

composition et somme, ‘f est dérivable sur |1, +oo] ‘, et pour tout x €]1, +ool,

fla)= 3= 1)7F 45— 1)k

[\

frxmay/2—z:

Soit z € Ry

fdéfinieen s <=2V >0<=2>/r<=4>zcar\/r>0et4>0

Donc f est ’déﬁnie sur [0, 4] ‘
x > /z est dérivable sur RY .
x +— 2—+/x est donc dérivable sur |0, 4], et ne s’annule qu’en 4, donc par composition, x — /2 — \/z

est dérivable sur |0, 4[.




Par produit avec la fonction polynomiale x — =z, f est donc ‘dérivable sur ]0,4[‘, et pour tout
x €]0,4],

,/2_
_42-Vr) -V
42—z
8 — 5z
42—z

1
/ 2y
T)=14/2—
flx) =2 -z + \/7
_\/i

e Etude de la dérivabilité en 0 : pour tout x €]0, 4],

f@=10) _ a3V _ T
x z—0

z—0

Donc | f est dérivable en 0 et f/(0) = 4/2|. On peut remarquer que I’expression encadrée plus haut

pour x €]0, 4] est donc encore valable en 0 (puisqu’elle vaut v/2 en 0 aprés simplifications...).

e Etude de la dérivabilité en 4 : pour tout x € [0, 4],

flz)—f4) _zv2-Va  zy2-x x\/2 —

_ vV _
x—4 r—4 22 P 2-V2)2+Vr) 22— Vz2+ V)

O | PRSP
Or — (2+\f x_}4 etmm—i—oo donc o

Ainsi ‘ f n’est pas dérivable en 4. ‘




