PTSI2 — 2023/2024 Lycée La Martiniére-Monplaisir — Lyon

Corrigé de l'interrogation sur les équations différentielles.

Exercice 1

1°) a) Méthode 1 :
Soit a, b, ¢ des réels. Pour tout = > 0,

2 _a b+ 2 Ca(l4+2%) + (br+ o)z

- 4 e =
r(l+22) =z * 2?2 +1 z(1 4+ 2?) z(1 + 2?)
— 2=1(a+b)+cr+a

Pour que cette égalité soit vérifiée, il suffit que le systéme suivant soit vérifié :

a+b=0 a=2

c=0 — (b=-2

a=2 c=0
Ainsi, les réels ‘a =2,b=—2,¢= 0 conviennent ‘
Meéthode 2 :

2 1 1+ 2% — 22 1 T
Pour tout z > 0, —— =2 X =2 =2 -——.
our ott & (1 + x?) (1 + x?) (1 + x?) (:c x? + 1)

Ainsi, les réels ‘a =2,b=—2,¢= 0 conviennent ‘

b) Vz e R:, z+ 2% = 2(1+ 2%) #0.

(2) 3z + 2®

r) = :

v+ a8’ T+ a3

(E4) est une équation différentielle linéaire d’ordre 1 (avec second membre).

Donc, sur R*, (E) <= y'(z) +

* Notons (H;) : ¢/(z) + y(x) = 0 'équation homogene associée a (E).

(14 2?)
2 2 2z

D’apreés la question 1, pour tout £ > 0, ————— = — — ——— donc une primitive de
P q P z(1+2%) =z 1+a? P

2 2
x> w0129 sur R est « — 2In(|z|) — In(|2* 4+ 1]), i.e. 2 — In (x;:_ 1).

2
Donc I’ensemble des solutions de (H;) sur R est {x — Aexp (— In ( 29:_ 1)) /A€ R},
T
241
ie. {xr—>)\x —L_ /)\GR}.
T

* On remarque que x — z est une solution de (£) sur R*, puisque pour tout x € R,
(r+23) x1+2xx=3z+ 2%

211
* Ainsi, |'ensemble des solutions de (£;) sur R est {:1: 1+ A —;_ NS R} :
x




2°) Soit y : RY — R deux fois dérivable.
y solution de (E,) sur RY <= y' solution de (E}) sur R,

< INeR, Vx>0, y(z ( )
2
<= 3\, p) € R? Vo >0, y():E

+)\(:p——)+,u
x

2 1
Ainsi, | 'ensemble des solutions de (E,) sur R est {x = % + A (a: — —) +u/ (A\p) e Rz}

Exercice 2

1°) a) z est deux fois dérivable sur }—g, g[ comme composée de fonctions deux fois dérivable.
Pour tout t € }—%, 5 [,

Z(t) = (1 +tan?t)y (tant)
et 2”(t) = (1 + tant) tan’(t)y” (tant) 4 2tan’(t) tan(t)y (tant)

Z"(t) = (1 +tan®t)*y” (tant) + 2(1 + tan®¢)(tant) 3/ (tant)

b) On peut aussi partir du membre de droite, mais les calculs et les arguments sont les mémes.

y solution de (£) sur R
= Vre R, (1+2°)%"(z)+ (27 —2)(1 + 2y (x) + 5y(x) =0
= Vzec R, (1+22)%"(z)+2(1 4+ 2Py () — 2(1 + 2*)y/(x) + 5y(x) = 0
T
— Vte } —5, 5 [,
(14 tan?t)%y” (tant) 4+ 2(1 + tan®¢)(tant)y' (tant) — 2(1 + tan®¢)y’ (tant) + 5y (tant) = 0

T
car tan réalise une bijection de } 515 [ dans R

= Vte }—f W[ () — 22/(t) + 52(t) = 0
272
. T
<=| z solution de (F') sur} BL 2[

2°) (F) est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 homogeéne a coefficients constants, d’équa-
tion caractéristique 2 — 2r +5 = 0.

43 L 2—44 .
=1+2iet =1-—2s.

Son discriminant vaut A = —16 = (47)?, donc ses racines sont

Donc 'ensemble des solutions réelles de (H) sur }—%, g[ est

3°) D’aprés tout ce qui précéde, pour y : R — R deux fois dérivable :
y solution de (E) sur R
3\, pn) R’ Vie]|-2
< I\, u) eR? Vte }—g,
< 3\, u) € R* Vo € R, y(x

car Arctan réalise une bijection de R dans }—g, g[

2], 2(t) = €' (Acos(2t) + psin(2t))
21, y(tant) = efretantand) (X cog(2 Arctan(tant)) 4 psin(2 Arctan(tant)))
) = T (X cos(2 Arctan x) + psin(2 Arctan x))

L’ensemble des solutions réelles de (E) sur R est donc :

{z — M ¥ (Xcos(2 Arctan @) + psin(2 Arctanz)) / (A, p) € R?}




