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Correction du devoir surveillé 8.

Exercice

1°) Pour tout n > 2,

3

9 n(n+1)(2n+ 1)
G .

=1

2°) X; suit la loi uniforme sur {1,...,n}. Donc X;(Q2) = {1,...,n} et, pour tout i € {1,...,n},
P(X,=1i)=-

Ainsi, | E(X) = n—gl
* V(X)) = B(X}) - BXG)
Z iP(X ) par la formule du transfert.
Done, E(X?) = % . 2 %n(njt 1)6(2n—|- 1) _ (n+1)(2n + 1)‘
VX, = (n+ 1)(2lnzl+ ) (r+1)? (m+1)22rn+1)-=3(n+1) (n+1)(n-1)
v 6 4 12 a 12 '
(n+1)(n—1) '

Ainsi, | V(X,) =

1 1 <N /"
30) Vn>2 k+ISk(n):EZ(E> .

i=1
Soit f: [0,1] — R . f est continue sur le segment [0, 1].
T o P
Sk(n
La suite ( kk(+1)) est une somme de Riemann associée a f.
n n>2
S 1 1 k+1 71 1
Donc, M — zFdz. Or / i dr = * = :
nktl notoo J 0 E+1], k+1
S, 1
Ainsi, | la suite ( nkk(ﬁ)>n>2 converge vers Pl

4°) a) Soit ¢ € N*,
Ona(X=i)=(X>)\(X>i+1)et (X >i+1)C (X >1),
donc | P(X =i)=P(X>i)—P(X>1+1)|




b)

5°) a)

b)

=N i(P(X >i)— P(X >i+1))

= iP(X >i)= ) iP(X >i+1)
i=1 i=1
n n+1
= ZjP(X > ) — Z(] —1)P(X > j) en posant j =i+ 1 dans la 2e somme
=1 =2

P2 1)+ 30— (- DP(X 2 )~ aP(X >t 1)

=2

=P(X>1)+)» P(X>j)car X <ndonc P(X >n+1)=0
j=2

=ZP(ij>

Ainsi, | E(X) = iP(X > 1)l

Soit i € {1,...,n}.

P(Uy >i) = P(min(Xy,..., Xg) >4) = P(X3 > N---N(Xg >1)).
Or les variables X1, ..., X} sont indépendantes donc
P(Xy>dn---N(Xg>1i)=P(Xy >1i) X -+ x P(Xg >1).

Les variables X1, ..., X} suivent la méme loi donc finalement P (U, > i) = P(X; > i)k

P(Xy>i)=P (U(Xl = j)) = ZP(Xl = j) car la réunion est disjointe 2 a 2.
j=i j=i

— 1
Donc, P(X; > i) = Z—:u

—ia1\"*
Finalement, | P(Uy > i) = (&)
n

Par la question 4b, puisque Uy, est a valeurs dans {1,...,n},

1 n
:ﬁij en posant j =n —i+1

j=1
Sk(n)

nk




c) On sait, par 3, que

Siw) 1

— .
nktl notoo k41

Sk(n) 1 Sk(n) n
DOHC7 comme k+1 # O’ nk—‘rl n—H—oo k+1 DOHC nk n—::-oo k+ 1
n
Ainsi, | E(U)  ~ :
108l ( k) n—too k41
6°) a) Uy est a valeurs dans {1,...,n} donc, en utilisant Uexpression de E(UZ) donnée par
I’énoncé :
i n—i+1\"
ot = 3ai-n (=)
n \ K
Z (n—j+1) —1)< ) enposant j=n—i+1 (donci=n—j+1)
n
n ]k
(2n+1— 2])_1:
=1
2 X
—;EE:J
j=1
2n+1 2
E(U}) = e Sk(n) — mskﬂ(n)

b) La question revient & montrer que

Par 3,

Donc,

Ainsi,

Ce qui s’écrit :

Uk) R k
n?  n—4oo (k:+2)(/€—‘r—1)2'

V(Uy) = E(U;) - E(Uy)*
271 —|— 1 2 S (n)2
Si(n) =~z Sk (n) = ’;T
‘K@J_Qn+1&ﬁ0 Spii(n) [ Skn)\?
nz  n  npktt 7 pkr2z | pktl
Sk(n) 1 Sk+1(n) 1
kL njoo k+1 et nk+2 njoo kE+2
ar opérations sur les limites V{Us) 2 2 1
panop T on?2 st k+1 0 k+2  (K+1)2
2 2 1 20k +D)(k+2) —2(k+1)*— (k+2)
k+1 k+2 (k+1)2 (k+1)2(k+2)
20k + 3k +2) —2(k* + 2k +1) — k — 2
(k+1)%(k+2)
Ck(6—4-1)+4-2-2
B (k+1)2(k +2)
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V(Uy)
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nroo (k+ 1)2(k +2)




Probléme

Partie 1

1°) f(x) ~ g = 1 donc f(x) — 1. Comme c’est une limite finie, f est prolongeable par

z—
continuité en 0, en posant f(0) = 1.

De plus, par quotient, f est continue sur }0, g] Ainsi, | f est continue sur [O, g}

2°) Par quotient de fonctions dérivables, | f est dérivable sur }O, g] .

_1x sin(x) — z cos(x)

(sin(2))”

D’une part, sin(z) ~ x donc (sin(z))* ~ z2.
z—0 z—0

Pour tout = € |0, %], f'(z)

D’autre part,

23 7
sin(z) —xcos(x) = x— = +o(z®) —x (1 - —+ 0(:162))
z—0 6 2
23 3 ,
= —E—x+§—|—0(:ﬁ )
3
__ ¥ 3
_x:() 3 +O(ZE )
: z?
sin(x) — x cos(x) Nadtry
3
On en tire que f'(z) ~ 3 donc f'(x) ~ z
x—0 [EQ x—0 3
3°) On vient de voir que :
e f est continue sur |0, %}
e f est dérivable sur |0, %] ;
/ e : / _
e ct comme f'(x) Segona i1_r>r(1)f (x) =0.
— f(0
D’apres le théoréme de la limite de la dérivée, ) £< ) —O> 0
— z—

Ainsi, f est dérivable en 0 et f'(0) = 0.
L’information f(x) — 0 se réécrit donc f'(x) — £/(0). Ainsi, f" est continue en 0.
T— r—r

Comme, par ailleurs, [’ était continue sur }0, %} par quotient, | f est de classe C! sur [0, an

4°) Soit k un entier tel que k£ > 2.
Pour tout x € |0, 2], fi(z) = 2¥7 ().
De plus 0571 =0 car k — 1 > 1 donc fi(x) = 271 f(z) est valable pour x = 0.
Ainsi, pour tout z € [0, %], fu(z) = 2" f().

Comme f et x — %! sont de classe C! sur [O, %}, par produit, | f; est de classe C! sur [O, g] .

5°) Comme P(0) est le coefficient constant du polynéme P, on sait grace a I'hypothése P(0) =0
d

qu’il existe un entier d € N* et des réels aq, ..., aq tels que P = Z ap X"
k=1
Pour tout z €]0, 1],



6°)

7°)

8°)

d
2k T
Dongc, | p(z) = Zakﬁ i <7> .

2
On pose alors ¢(0) = a;—; comme f1(0) = f(0) = 1 et fx(0) = 0 pour k& > 2, la relation
T
d

2k T
o(x) = Z a7 T (7) est encore valable en 0.
k=1
La fonction x — % est de classe C! sur [0,1] et & valeurs dans [O, g], et les f1,..., fq sont de

classe C! sur [0, %} Donc, par composition et combinaison linéaire, | ¢ est de classe C! sur [0, 1] |

Soit A € R.

1
La fonction ¢ est de classe C! sur [0, 1], et la fonction ¢ -3 cos(At) aussi. Par intégration
par parties :
1

/0 1 sin(At)g(t) dt = {—%cos()\t)g(t)} + /0 1 % cos(At)g'(t) dt

0

— —i cos(\)g(1) + %g(O) + /0 %COS()\t)g,(t) dt

= 1 (o 4900+ [ eosrng )

Par I'inégalité triangulaire, et comme A > 0 :

(1 cosa(a) +1500) + | [ costrng o)t

/0 (M) dt‘ <

VAN
Sl > = >

(1o + 101+ | [ costrig ] ) car oo <1

IA

1
<|g(1)\ + 19(0)] +/ |cos(At)g'(t)] dt) par inégalité triangulaire
0

Pour tout t € [0, 1], | cos(At)g'(t)| < |¢'(¢)].

1 1
Donc / | cos(At)g'(t)] < / |’ ()| dt par croissance de l'intégrale.
0 0

Ainsi,

/01 sin(\t)g(t) dt‘ < % (!g(l)! + 1g(0)| + /01 g/ (1)] dt).

1
Donc, en posant | A = |g(1)| + |g(0)] +/ |g'(t)| dt|, on a bien, pour tout A > 0 :
0

4
A

/O (Mg () dt’ <

Pour tout n € N, (n~|— %) 7 > 0. Comme ¢ est de classe C' sur [0,1], d’aprés la question
précédente, il existe un réel A tel que, pour tout n € N :

/01 sin ((n+ %) m) (1) dt‘ < ﬁ

5




Comme ———=— — 0, par théoréme de comparaison, on obtient bien que

CEHERSS
! 1
/ sin ((n + —) 7Tt) et)dt — 0
0 2 n—-+oo

Partie 2

9°) x — / t) dt est une primitive de la fonction u sur Uintervalle R ; plus précisément,

¢ est I'unique primitive de u sur R qui s’annule en O‘
10°) Soit (Pl,P2> € E% et A € R. Pour tout z € R,

h (AP, + P,) (x) :/Om(t—a:) (AP, + P) (t)dt + %2/01 (AP, + P,) (t) dt
_/x (At —2)Pi(t) + (t — ) Py(t)) dt + %2/1 (AP (t) + P(t)) dt
:)\/I(t—x)Pl(t)dt+/x(t—x)P2(t)dt + A%Q /lPl(t)dt+%2/1 Py(t) dt

par linéarité de l'intégrale

:)\(/Ox(t—a:)Pl(t)dtJr%2/01P1(t)dt> +/Ox(t—x)Pg(t)dtJr%2/01P2(t)dt

= M(Py)(z) + h(P)(x)
Ceci pour tout z € R donc h(AP; + Py) = Ah(Py) + h(P,). Ainsi, | h est linéaire .

1
11°) a) Pour tout = € R, en notant a = / P(t)dt,
0

O(x) :/Ox (tP(t) — zP(t)) dt +a%2 :/OxtP(t) dt—x/OmP(t) dt +a%2

D’oi1, en utilisant la question 9 avec t — tP(t) et t — P(t), pour tout = € R,

Q'(z) = 2P(z) — (a:P(a:) +/OxP(t) dt) +az = —/;p(t) dt+x/01 P(t)dt

b) Pour tout x € R,

1

Q"(z) = —P(x) + / P(t)dt

0

12°) e Soit P € Ker(h). Alors Q = h(P) =0, donc Q" = 0.

1
A Tlaide de la question précédente : pour tout z € R, —P(x) —|—/ P(t)dt = 0 d’ou
0
1
P(z) = / P(t)dt : on obtient bien que P est une constante.

0
e Réciproquement, si P = a avec a € R, alors, pour tout x € R,
T 1,2 1
h(P)(x) = / (t—z)adt + 3/ o dt
0 0

— {%alz + %2[0475](1)

)2 2
(=2) oz—l—x—oz:O

=0 2

Donc P € Ker(h).



e Ainsi, |Ker(h) est bien 'espace des polyndmes constants RO (X1

13°) a) Soit @ € Im(h). Il existe un polynéme P tel que Q = h(P
Donc, pour tout z € R, Q(x) = / (t— t)dt + —/ t)dt, donc Q(0) = 0+0 = 0.

1
On a vu, a la question 11la que pour tout z € R, Q'(z) = —/ P(t)dt + x/ P(t)dt,
0 0

1 1
donc de méme @Q'(0) =0, et Q'(1) = —/ P(t)dt + 1/ P(t)dt = 0.
0 0

Ainsi, @ € G. On a bien montré que [Im(h) C G |.
b) Pour tout x € R,

nQe) = [ N0 T - [ ewa
= [(t—2)Q /Q dt+—[@()]

par intégration par parties, car t — t — x et Q' sont de classe ct
2

=0 (=0)Q(0) ~ [RIV + 5 (Q'(1) — Q'(0)
=—(Q(x) —Q(0)) car Q'(0) = Q'(1) = 0 par hypothése

= —Q(z) car Q(0) = 0 par hypothese

Ainsi, |h(Q") = —Q|. Comme h est linéaire, on peut écrire Q) = h(—Q"), donc @ € Im(h).

Ainsi, on a montré G C Im(h), et par double inclusion, on conclut que |Im(h) = G|

Partie 3

14°) Pour tout = € R,

Pz(.r):h(Pl)(x):/o (t— ) (——t) dt + —/ (——t)

o 3 xt N x3 x?

8 3 6 2 6
A 3 g2
PO=51%% "%

15°) Soit n > 2;onadonc P, = h(P,_;),donc P, € Im(h) = G, donc| P, (0) = P/(0) = P/(1) =01
16°) Soit n > 2. Comme P, = h(P,_1), en utilisant la question 11b, pour tout z € R,

1
Pl'(z)=—-P, 1(z) + « en notant o = /0 P, 4(t)dt

17°) Comme P, et t — sin(kr) sont de classe C!, par intégration par parties,
T
/1 Po(t) cos(hrt) dt = [S2ETD b ) o /1 prpSntTt) g, 1 /1 P.(t) sin(krt) dt
0 g B km S PR km Tk g
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— cos(kmt)
km

/01 P,(t) cos(kmt) dt = —% (PW%@)} | i /01 Pﬁﬂm}iﬂ dt)

/e

Comme P! et t — sont de classe C!, par intégration par parties,

P"(t) cos(krt)dt car P! (1) = P,(0) =0

/O Pyt cos(hmt) dt =

! 1
car/ cos(kmt) dt = [——sm(kmt)] = 0.
0

Partie 4

N N
18°) Soit N € N*. Soit ¢ €]0, 1]. Zcos (kmt) = Re (Z e’k“t>

k=1

N

Z 6z'kmf — Z(eiﬂ't)k

k=1 k=1

=e (™) en posant £ =k — 1

=" — car ™ £ 1

(N+1)7rt sin (
2

sin (%)
- Sin (NT) (COS ((N+21)7rt> 1 isin ((N—|-21)7rt>>
sin (%)

sin (3)
N sin (77%) ( W) 2sin (20%) cos (UVHW)
Donc, ; cos(kmt) = sin ( 2sin ()

:6




19°)

20°)

Par ailleurs,

s (84 ) wt) =sin

si

(2N +
E N+ 1)mt >N7rt>
( N+1 wt) :(?) + cos (w) sin (?)
et sin <%t> . <(N +21)7rt - N27rt>
() e (5 )
s () () (1)) (D)

=

sin

Soit N € N*.

1
On a admis que, pour tout k € N*,/ P, (t) cos(kmt) dt =
0

N 1 N
1
En sommant de k =1a k=N : Z/ P,(t) cos(kmt) dt = Z

N 1
1

Donc, par linéarité de 'intégrale, Sy = E = " /

k=1 0

P,(t) cos(krt) dt.

=

=

=1
n

1 (sin ((N + %) «t
Par la question précédente : V¢ €]0,1], » P, (t) cos(knt) = = (( t2) )Pn(t) — P,(t) |.
2 sin (”—)
k=1 2
E(t)
sin (%)
Par la question 6, puisque P, est un polynéme a coefficients réels vérifiant P,(0) = 0, la
fonction ¢, se prolonge en une fonction de classe C! sur [0, 1].

- 1 1

Pour tout t €]0, 1], Zcos(lmt)Pn(t) =3 (gon(t) sin <(N + 5) 7Tt> — Pn<t)>
k=1

Par continuité en 0 de toutes les fonctions impliquées dans 1’égalité précédente, on en déduit

que l’égalité est encore valable en ¢ = 0.

Ainsi, | Sy — %2” (/01 on(£) sin ((N + %) m) at — /01 Pu(t) dt) |

! 1
Par 8, comme ¢, est de classe C' sur [0, 1], / ©n(t) sin ((N + 5) ) dt — 0.
0

N—+00

On pose, pour tout ¢ €]0, 1], p,(t) =

On en déduit par opérations sur les limites que | (Sy) converge vers — 5 / P,(t)dt.




N
21°) o Pournzl:SN:Z

k=1

1 2 1
5- Par la question précédente, (Sy) converge vers —% / Pi(t)dt.
0

k2
t2
Par hypothése, pour tout t € R, P (t) = OO t.

1 3 271
t t 1 1 1
/Pl(t)dt:[———:| = - — - = ——,
0
N 2
Ainsi, |la suite (; ﬁ) converge vers 5l
1

N
° Pouran:SN:Zk4.

4 1
Par la question précédente, (Sy) converge vers —% / Py(t) dt.
0

tto
Par la question 14, pour tout t € R, Py(t) = ~91 + R
1 t5 t4 t3 1
Pt)dt = |—— + — — —
/O 2(1) { 120 " 21 181O
1 N 11
120 24 18

—1+5 1 1 1 3—95

120 18 30 18 90

1
45
| m
Ainsi, | la suite (Z F) converge Vvers o0
k=1
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