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Correction du devoir surveillé 6.

1°) e

Exercice 1

Soit p une projection vectorielle de E, c’est bien un endomorphisme de E et p? = p.

Donc p? =p?op=pop=p?=p. Donc.

Soit s une symétrie vectorielle de E, c’est bien un endomorphisme de E et s? = idg.

Donc s% = s?2 0 s = idg os = s. Donc .

2°) On aidg € L(FE) et idgoidgoidy = idg, donc idg € D.
Par contre 2idg n’est pas dans D car 2idg 02idg 02idg = 8idp # idg.

Ainsi D n’est pas stable par la loi -;

3°) e

4°) a)

b)

d)

ce n’est donc pas un sous-espace vectoriel de L(FE) ‘

Si f est une symétrie vectorielle, alors f € D d’aprés la question 1, et f € GL(E) puisque f est
bijective de réciproque f~1.
Réciproquement, supposons f € DN GL(E). Alors on a f2 = f, ce qui donne en composant par
f~! a gauche :

fP=flof=1idp.
f est donc une involution et un endomorphisme, donc une symétrie vectorielle.
On a donc bien montré : ‘f € DNGL(E) < f est une symétrie vectorielle ‘

Comme Im f NKer f est un sous-espace vectoriel de E, on a {0g} C Im f NKer f.
e Soity€ImfNKerf. Alors: 3z € E, y= f(z), et f(y) =0g. On a donc :

Fla) = £ (f (f(2)))
(f())

= f(0g) =0 car f est linéaire.

=f
=f

Or f € D donc f3(x) = f(x). Ainsi y = 0.
D’ou {Og} C Im f N Ker f.
e Finalement, ‘Imf NKer f = {0g} ‘
(f)? = f*= fo f3= fo fpuisque f € D. Ainsi (f?)? = f2.

De plus, f2 est un endomorphisme de E donc ’ f? est un projecteur de F|.

e Soit z € Kerg. Alors g(z) = 0p.
d*(z) = g (g9()) = g(0) = O, c’est-a-dire que = € Ker g2. Ainsi Ker g C Ker ¢°.
e Soit z € Ker g%. Alors ¢?(z) = Og.
@?x)=g (gg(x)) = g(0g) = 0g, c’est-a-dire que = € Ker g3. Ainsi Ker g> C Ker ¢3.

e Finalement, ‘Kerg C Ker g? Cc Ker g3 ‘

e Soit y € Im(g?). Alors y s’écrit y = ¢g2(x) ot € E. Donc, y = g(g(z)) donc y est de la forme
g(z') ou 2’ € E. Ainsi, y € Im(g).
On a donc Im(g?) C Im(g).

e Soit y € Im(g?). Alors y s’écrit y = g®(z) ot z € E. Donc, y = ¢*(g(x)) donc y € Im(g?).
On a donc Im(g?) C Im(g?).

e Finalement, ‘Im g>CImg? CImyg ‘

e On a donc Ker f € Ker f2 C Ker f3; mais f3 = f donc Ker f C Ker f? C Ker f.
Donc ’ Ker f = Ker f? ‘
De méme, les inclusions pour les images obtenues & la question précédente s’écrivent avec f,
sachant que f2 = f : Im(f) C Im(f?) C Im(f). De méme, on en déduit que ‘ Im(f?) = Im(f) ‘




e) Comme f? est un projecteur de E, Ker f2 et Im f? sont supplémentaires dans E ; donc, d’aprés la

question précédente, ‘Ker f et Im f sont supplémentaires dans ‘

5°) a) Soit ((z,y, 2), (¢/,y, 7)) € (R3)2 et A e R.

h()\.(:v,y,z)—l—(x Y, 2 ) = h( (\z + 2/, )\y—i-y',)\z—i-z'))
=2\ +2") =20z +2), -y +¢), Az +2') — Az + 2))
= (A2x —22) + 22" — 22", A\(—y) — ¢/, Mz — 2) + 2’ = 2)

(2 — 22, —y,z — 2) + (22 — 22/, —y/, 2’ — &)

Wz, y, 2) + k(Y ).

Donc h est linéaire. Comme c’est une application de R? dans lui-méme, |h € L(R3) |

b) Pour tout (z,y,z) € R3,

W (2,y,2) = h (h(z,y,2))

222 — 22) — 2(x — 2),y, 2x — 22) — (z — 2))
2x — 2z,y,x — 2)

22z — 22) — 2(x — 2), —y, (22 — 22) — (x — 2))
20 — 2z, —y,x — 2)

(
(

R3(z,y,2) = h (hQ(a;, y,z))

(
(
h(fU, y’ z)

Donc h? = h. De plus, h € L(E). D’ou .

c) e Soit (z,y,2) € R3.

20 — 22 =0 v —
(z,y,2) € Kerh <= h(z,y,z) = (0,0,0) <= ¢ —y=0 <:>{ B
y=0
r—2=0
Donc Kerh = {(2,0,z) / z € R} = Vect ((1,0,1)).
La famille ((1,0, 1)) est donc génératrice de Ker h, et comme elle est constituée d’un seul vecteur
non nul, elle est libre. Donc ‘ ((1,0,1)) est une base de Kerh ‘

e En notant (eg, es, e3) la base canonique de R :

Im(h) = Vect(h(e1), h(ez), h(es))
_veCt((27O 1) ( -1 0)7( 2707_1))
= Vect((2,0,1),(0,—1,0)) car le 3¢me vecteur est colinéaire au premier

La famille ((2,0,1),(0,—1,0)) est donc génératrice de Im h, et comme elle est constituée de

deux vecteurs non colinéaires, elle est libre. Donc ’ ((2,0,1),(0,—1,0)) est une base de Imh |

d) D’apreés la question 4.e, puisque h est un élément de D, on peut dire que

‘Ker h et Im h sont supplémentaires dans E = R? ‘

De plus, d’aprés la question 4.d et 4.b, Ker h = Ker h?, Imh = Imh?, et h? est une projection;
c’est donc p, la projection sur Im A parallelement a Ker h.
D’aprés un calcul précédent, pour tout (z,y, z) € R3,

‘p(m,y,z) = (22 — 2z,y,x — 2) ‘

Exercice 2
1°) Soient (P,Q) € R[X]? et A € R.
PP +Q) = L(WP+ Q)X +1) + (AP +Q)(X))

- %(/\P(X + 1)+ QX +1)+ A\P(X) +Q(X))
= Ap(P) +¢(Q)



2°)

3°)

4°)

5°)

6°)

Ainsi, ¢ est linéaire. De plus, ¢ va de R[X] dans R[X].

Donc, ‘gp est un endomorphisme de R[X]. ‘
Pour k € N, on a p(X%) = (1) = 1.

Pour k € N* :
1
P(X*) = S((X + 1) + X%
1/ 7k
=5 (Z (.>X7’+Xk> par la formule du binéme de Newton
2 o \1
E—1
1 k
s (o)
L ey
=XK1+ R avechZ(,)X’dedegrégkl
21‘:0 v

Ainsi, pour tout k£ € N, |deg (@(Xk)) = k| et le coefficient dominant de p(X*) est .

n est linéaire car ¢ 'est.

n
Soit alors P € R, [X]. P s’écrit : P = Zaka avec (ag,...,a,) € R**L
k=0

on(P) = ¢(P) = Zakcp(Xk) par linéarité de . Comme tous les ¢(X*) ont pour degré k, on en

k=0
déduit que p(P) € R, [X].

Ainsi, ‘ ©n, est un endomorphisme de R, [X]. ‘

a) La famille (¢,,(1),...,9n(X™)) est une famille de polyndémes non nuls de R, [X] échelonnée en
degrés donc est libre dans R, [X]. De plus, elle a n + 1 éléments et n + 1 = dimR,[X] donc

‘C’est une base de R, [X] ‘

b) ¢, est un endomorphisme de l'espace de dimension finie R,,[X] et transforme une base de R, [X]

en une base de R, [X]. Donc ‘ ¢n est un automorphisme de R, [X]. ‘

* Soit P € Kerp. Alors il existe n € N tel que P € R,[X]. Ainsi, P € Ker ¢,. Or ¢, est injective
puisque bijective. Ainsi, P = 0.
On a montré Ker ¢ C {0}. Comme I'autre inclusion est toujours vraie, on a donc Ker ¢ = {0}.
Ainsi, ¢ est injective.

* Soit @ € R[X]. Il existe n € N tel que @ € R,[X]. Comme ¢, est surjective, il existe P € R, [X]
tel que Q = ¢ (P). On a donc : Q = p(P).
Donc, ¢ est surjective.

On en déduit que ‘ ¢ est un automorphisme de R[X]. ‘
Pour tout P € R, [X],

2Xm X"
n n
Comme —- € Ry[X] et comme ¢, est bijective de R,[X] dans Rp[X], —- posséde un unique
n n

antécédent E, dans R, [X], autrement dit ‘le polyndéme FE,, existe et est unique ‘

— Dans le cas n = 0, on a Ey € Ro[X]. S’il n’était pas de degré 0, on aurait Fy = 0 mais alors
0

X
wo(Fp) =0= o= 1, absurde.
— Dans le cas n > 1, si E, n’était pas de degré n, on aurait E, € R,_1[X] et donc on aurait

— =p(Ey) = SOn—l(En) € Rn_1[X] : absurde.

Ainsi, dans tous les cas, |deg(E,) =n|.



X" 2.0"
— donc, en remplagant X par 0, E,(0)+E,(1) = — le. ‘ E,(0)+ E,(1) = 0‘
n! n!

2
7°) a) E,(X)+E,(X+1) =
puisque n > 1.

b) E,(X)+ E (X +1) = 2X

n

. En dérivant cette égalité entre polyndémes, on obtient :

n!
2Xn71
E(X)+E (X +1)= .
L0+ B+ 1) = o
Comme E,, € R,[X], on a E/ € R,_1[X]. Par unicité de E,_1, il vient : | E/ = E,,_1 |

XO
8) % p(l)=1= o et 1 € Ro[X], donc par unicité de Ey, il vient .
* Fj vérifie : B = Ey = 1. Donc, Eq s’écrit : B4 = X + a ot o € R.

1 1
De plus, E1(0) + E1(1) = 0 donc 1 4 2a = 0 donc a = —3 Ainsi, | By = X — 5

L. , .. . Ve X2 X .
*EgverlﬁeEQZEl:X—i.A1n51,Egsecrlt:Egz————i—ﬁouﬂeR.

2 2
X(X -1
De plus, E2(0) + E2(1) = 0 donc 28 =0 ie = 0. Ainsi, | Fy = ( 5 )
Exercice 3
1°) (co,c1,...,cpn) est une famille génératrice de F', donc ‘dim(F) <n+1 ‘

2°) Soient (Mg, ..., A,) € R*! tels que Z Akpr = 0.
k=0

On a donc, pour tout x € R, Z Ak (cos(z))* = 0.
k=0

n
Posons P(X) = Z A X" : on a donc que pour tout € R, cos(z) est racine de P. Autrement dit,
k=0
tous les réels de [—1, 1] sont racines de P. Ainsi P a une infinité de racines, c’est le polynéme nul. Ses

coefficients sont donc tous nuls : A\g =--- = A, =0.
Ainsi ‘la famille (pg, p1,...,pn) est libre ‘

Or cette famille est génératrice de G, c’est donc une base de G, donc ‘dim(G) =n+1 ‘

3°) a) Soit z € R.

<]Z> (em)k (e )N_k par la formule du binéme

S )
cos (z) = 2i kZN:O @7 ) cos ((2k — N)z)



N
1 /N
Ceci pour tout z € R, donc py = Z oN < k>62kN, avec ¢ : x — cos(kx) pour k < 0.
k=0
Pour k € {0,...,N}, 0 < 2k < 2N donc —N < 2k — N < N. Mais, comme cos est paire, pour
tout entier p, ¢, = c_p, donc on a écrit py comme combinaison linéaire de co,...,cn. Autrement
c) Ainsi, pour tout N € {0,...,n}, py € F; comme F est un sous-espace vectoriel de E, on a

Vect(po, - ..,pn) C F ie. .
On a donc dim(G) < dim(F).
Ainsi n+ 1 = dim(G) < dim(F') < n+ 1 d’aprés les questions 1 et 2.
Les inégalités qui apparaissent sont donc des égalités, en particulier dim(G) = dim(F).

Puisqu’on a G C F d’aprés la question 3, on en tire que .
On a donc F C G; en particulier, ¢, € G = Vect(pg,...,pn), c’est-a-dire qu’il existe des réels
n

Ao, - - -, Ap tels que ¢, = Z)\kpk.
k=0

Ainsi Vz € R, cos(nx) = Z A cos®(x) = T, (cos(x)) en posant | T (X) = Z A XF |
k=0 k=0

Le polynéme T,, obtenu est bien dans R, [X] ‘

Exercice 4

1 2z

v R.|# _ 1 _
a) T € R, f (:E) 1+ 22 d f (CL‘) (1_{_3:2)2

£ (@) = _2(1 +2?2)° —4x20(1+2?)  1+a?—da?

(1+22) (1+22)3
62 — 2
3 _

Donc f( )(l') = m .

b) Soit, pour tout n € N*, la propriété H, : 3P, € R[X],Vz € R, ™ (z) = m
x
1
* Pour n =1 : pour tout z € R, f'(z) = o2
Donc, en posant comme polynoéme P;(X) = 1, Hy est vraie.
P
% Soit n € N*. On suppose H,, vraie. Alors, pour tout x € R, f(”)(:(:) = (11(‘?)”
T

Vo € R, [ () = (£ ()
_ P(x)(1+2%)" — 2naPy(z)(1 4 2?)" !
B (1 + :)32)2”
_ Pi(a)(1+2?) — 2naPy(2)
a (14 z2)n+1

On pose : Ppy1(X) = (14 X?)PL(X) — 2nX P, (X).
PnJrl(:E)

Alors P,,1 € R[X] et, pour tout z € R, on a bien : f(+1)(z) = (o
x

Ainsi, Hy 1 est vraie.

% On a montré par récurrence que :

P (z)




P,
c) Soit n € N*. Soit un polynéme Q,, vérifiant : Vo € R, f(")(z) = a :(xQ))n = (1Q:(w2))n
x x
Alors, pour tout z € R, P,,(x) = Qn(x). Ainsi, le polynéme P, — @,, admet une infinité de racines
donc c’est le polyndéme nul. Ainsi, les polynémes P, et @), sont égaux.

‘D’oﬂ I'unicité de P, ‘

d) |P(X)=1|
En utilisant la relation de récurrence de la question 1b, on a :

| Po(X) = —2XPy(X) = —2X |

Py(X) = (14 X2)(~2) — 4X (-2X) = |6X? — 2]

‘Ce résultat est bien cohérent avec ce qu’on a trouvé a la question la. ‘

e) Soit, pour tout n > 2, la propriété
H,:3Q, € RTL—Q[X]? P, = (_1)71—1 nlxn-1 + Qn.

* Py(X) = —2X; comme (—1)?712! = —2, en posant Q2 = 0, on a bien Qs € Ry o[X] et
Py = (—1)271 21X271 4 Q. Ainsi, Hy est vraie.

% On suppose H, vraie pour un n > 2 fixé.
Soit alors @, € R [X] tel que P, = (=1)" ' n! X" 1 4+ Q,.
On a alors, puisque n > 2, P! = (=1)""Inl(n—1)X"24+Q" , et deg(Q’,) < deg(Q,)—1 < n—3.
Poy1 = (1+ XHP(X) - 2nX P,(X)
= (14 X2) ((=1)"nl(n — DX"2 + Q,) — 2nX ((—1)”—1 D Gt Qn>
= ((=1)" 'nl(n —1) = 2n(=1)""'nl) X" + (1 + X*)Q, — 2nXQ,

= ()"l [n—1-2n| X"+ (1 +XH)Q, - 2nXQ,
—(n+1)
= (=1)"(n+1!X" 4+ @Qny1  en posant Qny1 = (14 X*)Q), —2nXQ,
On a bien Q41 € R, 1[X] car deg((1 + X?)Q!) = 2 +deg(Q)) < 2+n—-3=n—1, et
deg(—2nXQp) =1+ deg(Qy) <n — 1. Ainsi, H,y; est vraie.

% On a montré par récurrence que :

n—1

pour tout n > 2, P, est de degré n — 1 et de coefficient dominant (—1)""" n!|.

f) Soit n € N. On pose H,, : Vo € R, £ (z) = (—=1)" 1 ") (z).

*x O = f = Arctan est impaire donc,
pour tout z € R, f(o)(—l“) = f(-x)=—f(z) = (_1)0+1f(0)(55)~
Donc, Hy est vraie.

% Soit n € N fixé. On suppose que H,, est vraie. Montrons que Hy 11 est vraie.
Par H,, pour tout z € R, f((—z) = (=1)"+ f()(z).
En dérivant (puisque f est de classe C°) :
Vo € R, — [ D(—g) = (—1)mH 0D () e, D (<) = (—1)m2 D) ().

Donc, Hp 41 est vraie.

* On a montré par récurrence que : |Vn € N,Va € R, f (z) = (=1)" 1) () |

g) Soit n € N*.
On suppose que n est pair. On déduit de la question précédente que :
Vz € R, f(M)(—z) = (=1)" T f)(z) ie. f(W)(—z) = —f")(z) car n+ 1 est impair.
Ainsi, la fonction £ est impaire.
On en déduit que f(™(0) = 0 (car f™(=0) = —f(™(0) donc f™(0) = —f™)(0)).

Or f(™(0) = P,(0) par 1b. Donc, m



2°) a)

b)

i(—=1)" " 1(n - 1)

On pose, pour n € N*, H,, : P, =

i(—1)°0!
2

2
1

*
2

(X =)t = (X +i)!) =

(X =2)" = (X +2)").

(—2i) = 1= P, donc H; est vraie.

% Supposons que H,, est vraie pour un rang n fixé > 1.

Poi1 =1+ X})P(X) - 2nXP,(X)
i(—=1)" Y (n —1)!

:(1+X2) 5 (n

(X+14) (X —1)

—2nX

i(—=1)" Y (n —1)!

(X — i)' —n(X 44"

i(=1)" Y (n —1)!

5 (X =" = (X +9)")

- (X — §)"(X + 1) — n(X +9)"(X — i)

2

—2nX (X —

)" + 20X (X + 1)"]

== ~ (X = )X +i—2X) —n(X +i)"(X —i — 2X)

i(—1)™n!

—(X—1) —(X+1)

_ ((X . i)n—&-l _ (X + i)n—&-l)

2

Ainsi, Hyy1 est vraie.

% On a montré par récurrence que, pour tout n > 1,

P - i(—1)" " t(n - 1)

2

(X =" = (X +9)")

On suppose que n est impair.
i(—=1)" Y (n —1)!

2
Donc, P,(0) =

i(n —1)!
P,(0) = 1(712)(—21'") car n est impair.

Ainsi, P,(0) = —(n — 1)l x ™.

P, = (X =" — (X +i)m) =i

i(n—1)! i(n—1)!

Donc, P,(0) = —(n — 1)!(=1)¥% = (=1)k(n — 1)
Or k = ”T_l done | P,(0) = (—1)"7* (n — 1)1 |
Soit z € C\ {—i}.

(Z_Z,> =1 < Jke{0,....n—
z+1

— Jke{0,...,n—

— Jke{0,...,n—

PourOﬁkSn—l,eiszﬂzl < k=0, et pour

(Z_Z> =1« Jke{l,...,n—-1}, z=

z+1

Or pour k € {1,...,n— 1},

(n

—1)!

5 (X —9)" — (X +14)") car n — 1 est pair.

(i —im) = 2 (i - i)

n s’écrit n = 2k + 1 ot k € N. Dong, i = i2T1 = 28 x i = (12)F x i = (=1)¥i.

z—1 7:2167\'

1 =e'"'n

b z+1 ¢

1}, z—i=(z+ i)ei%T7T
1}, z (1 — ei%Tﬂ) =1 (1 + ei%TW>

k = 0, I’équation devient 0 = 2¢ : exclu. Ainsi :
iei%r (e_i]%r + eikf)

-k -k -k .
e''n (eﬂ? — elT)

gk <k7r> <k:7r>
e''n 2cos | — cos | —
n _ n

-k -k - kT
e''n (eﬂT — 6‘7)

eik?w(—%) sin (lm) sin (Im)
n n



d)

Les valeurs trouvées sont des réels donc en particulier sont distinctes de —i.

(%)
cos | —
Ainsi, |les solutions de ’équation sont —7n/k e{l,...,n—1}

. <kw>
sin | —
n

i(=1)""t(n —1)!
2

Soit z € C. par 3a, P,(—i) = (—2i)™ # 0. Donc on peut supposer z # —i.

P (2)=0 <= (z—i)"=(24+19)"

NN
z—1
(z—i—i) car z # —i

On en déduit par la question précédente que les racines de P, sont exactement les nombres

km

cos | —
n

. km

sin | —
n

T = — pour k € {1,...,n — 1}. Ce sont bien des réels.

Justifions que les zj sont distincts 2 & 2.

cosx
Soit f:x— —
sinx

définie sur U'intervalle |0, 7[. Cette fonction est dérivable sur cet intervalle et,

. 2
sin“ x + cos“ x 1
pour tout z €]0, 7, f'(x) = —5 =———>0.
sin® sin® x

f est strictement croissante sur 0, [ donc est injective.

k
Les angles - pour 1 < k <n — 1 sont distincts 2 & 2 et sont éléments de |0, [ donc les nombres
n

k
f (W> sont distincts 2 4 2 pour 1 <k <n — 1.
n

Ainsi, ‘les xy, sont distincts 2 & 2.

P, est de degré n — 1 et a pour coefficient dominant (—1)""!n!. De plus, P, admet n — 1 racines
km
cos ( )

W donc P, est scindé sur R, ses racines sont toutes
sin (%X
n

distinctes réelles z1,...x,_1 avec x =

de multiplicité 1 et on a :

n—1 n km
P= (0t [T =) = ot I ( cos ;)

sin (

T

n

—cos (Az P,(0 -1 P, (0
pone, T <2 _ a0 _ (-0t R0)

Si n est pair alors P, (0) = 0. Donc, H 7

bl sin (

k:7r
k7r

SlIl —
k=1 n

—1

Si n est impair, on a vu dans 2b que : P,(0) = (—l)nT(n -1l

En utilisant le fait que (—l)nT_1 = (—1)_717_1 on obtient :
ests) - coFmont ()T
k - | - :
bl sm( ”) n! n
. n=l g (l%r) B 0 . si n est pair
Finalement, — 5 =) (—1)"
k=1 S (%) - si n est impair




