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Correction du devoir surveillé 5.

Exercice 1
-2 0 -2 2 0 2
1°) a) Parlecalcul: A=| 1 0 1 |etA?=|-1 0 —1]| Donc, .
1 0 1 -1 0 -1

b) Ona|M =1+4A].

On pose, pour n € N: Hy, : Ju, € R, M" = I 4+ u,A.
* MY = I donc, en posant ug = 0, on a bien M° = I + ugA. Donc Hy est vraie.

% On suppose H,, vraie pour un rang n € N fixé.

M™M= M" x M
= (I +unA) x (I +4A)
=T+ (4+up)A+ 4u, A?
=1+ (4—3uyA car A2 = —A

On pose : upy1 =4 — 3uy,. Alors H,4 1 est vraie.

% On a montré par récurrence qu’il existe une suite u de réels telle que :

VneN, M™ =T+ u,A.

¢) (un)nen est une suite arithmético-géométrique.
On résout, pour £ € R, I'équation : £ =4 — 3¢ <— [ =1.
On pose alors : £ =1 et pour tout n € N, v,, = u,, — € = u,, — 1.
Soit n € N. En effectuant la différence membre & membre des 2 lignes suivantes :

Un+1 = 4 — 3uy,
/ = 4 -3¢
Un+1 — { = —3(Un — 6)
Ainsi, pour tout n € N, v,41 = —3v, : (vy,) est une suite géométrique de raison —3 .

Donc, Vn € N, v, = (=3)"v9 = (=3)"(ug — 1) = —(=3)™.
Ainsi, |Vn € N, u, =1 (-3)"]
On en déduit que : ‘Vn eN, M"=1+4(1- (—3)”)14‘.

d) Effectuons des opérations élémentaires sur les lignes :
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00 3 Lg < 403+ 7L 410 7
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4
On a transformé M par opérations élémentaires sur les lignes en Is.
5 8
-3 0 —3
Ainsi, | M est inversibleet M~ =| 4 1 4
1.3
3 3
e) Pour n = —1, l'expression de lc donne
_3 g -8
-1 1 4 43 4
I+(1—(-3) )A=I+ |1+ )A=1+-A=| 5 1 3
3 3 ], 3
3 3

Donc ‘L’expression de 1c est encore valable pour n = —1 ‘
2°) a) Par calcul, .

On pose, pour tout n € N*, H,, : J" = J.

* On a bien J! = J donc Hj est vraie.

* Si H,, est vraie pour un rang n € N*, alors J" = J*J = JJ = J d’aprés ci-dessus,
donc H,, 1 est vraie.

* Conclusion : |Vn € N, J" = J|

b) En posant , on a bien : | M =al +bJ |

Or 4J et —31 commutent, donc d’aprés la formule du bindéme, pour tout n € N*,

M=% <Z> (4)k (=31 *

k=0
B <Z> gk (—g)n Rk
k=0
- Z (Z) 4F(=3) IR (g) (=3)"J° carn>1
k=1
- Z <Z> 4k (=3)""FJ 4+ (=3)"I  grace a la question précédente

i
I

=(4-3)"—=(-3)")J+ (=3)"I par la formule du binéme dans R
(1—(=3)")J + (-3)"|

Pour n =0, (1 —(=3)°) J + (-3)°I =0.J +1 =1 = M°, donc la formule est encore vraie
pour n = 0.



Exercice 2

Partie 1 : Généralités

1°) Soit (A, B) € M, (R)?, X € R. On note A = (a; ;) et B = (b; ;).
Tr(M + B) = Z()\ai,i + bii)
=1

n n
=AD_aiit ) bi
i=1 i=1

= A\Tr(A) 4+ Tr(B)

Ainsi, ‘Tr est linéaire ‘

0 ... 0
o ) 0 0 N
2°) * Soit y € R. On pose A= | | (e A=yEy1). Alors, Tr(A) = y.
0 ... 0
Ainsi, Vy € R, 34 € M, (R), y = Tr(A), donc ‘Tr est surjective ‘
n 0 ... 0
. 0 0
* On constate que n = Tr(l,,) et aussi que Tr(nEy 1) = Tr =n.
0 ... 0

On a: Tr(l,) = Tr(nEq ) et I, # nEq; puisque n # 1. Donc,

Tr n’est pas injective ‘

3°) Aet 'A ont exactement la méme diagonale donc la méme trace : | Tr(A4) = Tr(*A) |

Ao 0 N0
4°y D= : .t [|.Par une récurrence élémentaire, pour tout p € N, DP = | : .o
0 ... A\ 0 ... A\

n
Ainsi, | pour tout p € N, Tr(DP) = Z AL
=1

5°) a) Posons C' = AB. On note C' = (¢; ;). On a Tr(AB) = Tr(C) = ZC“ = Z a; jbj;
i=1 i=1 \j=1

donc TI‘(AB) = Zn: zn:aijjbjﬂ' .

i=1 j=1

b) Posons D = BA. On note D = (d; ;). En intervertissant les ) dans le résultat précédent :

Tr(AB) = i: z”: a; ;b

j=1i=1
n n
= Z (Z bjyiai7j> car X est commutative dans R
j=1 \i=1

n
= Z de' car D = BA
7j=1

= Tr(D)



Ainsi, | Tr(AB) = Tr(BA) ).

c¢) Par I'absurde, supposons qu’il existe des matrices A et B de M,,(R) telles que : AB— BA =
I,.

Alors, Tr(AB — BA) = Tr(1,).
Par linéarité de Tr et puisque Tr([,) = n : Tr(AB) — Tr(BA) = n.
Or Tr(AB) = Tr(BA) par la question précédente donc 0 = n : exclu.

Ainsi, ‘ il n’est pas possible de trouver deux matrices A et B de M,,(R) telles que AB — BA = I,,.

6°) Soit A et B deux matrices de M, (R) telles qu’il existe P € GL,(R) telle que A = PBP~1.
Tr(A) = Tr((PB)P~ ') = Tr(P~Y(PB)) par 5b.
Or, P~Y(PB) = (P"'P)B = B.
Donc, ‘Tr(A) = Tr(B) ‘

Partie 2 : Calcul des puissances de certaines matrices

I n
7°) Onpose | U=t | etV =
Ln Yn
x1 TIYL .. T1Yn
Alors, U'V = = | (11 ... yn) = .. ¢ |.Onabien: .
Tn, Tp¥Yl - Tpln
8°) A7 = (U'V)(U'V) = U(VU)'V = AUV = M,
AER
x1 n
Or, \= WU = (y1 . yn) ] = leyl =Tr(A).
o, i=1

Ainsi, | A2 = Tr(A).A|

9°) Pour p € N*, on note H, : A? = (Tr(A))P~ L. A.
* Pour p=1: (Tr(A))!"1.A= A= Al. Donc H; est vraie.
* Soit p € N* fixé. On suppose que H,, est vraie.
APTL = AP x A
= (Tr(A)P 1 Ax A
= (Tr(A))P~1.4%
= (Tr(A))P.A car A% = Tr(A).A

Donc, Hp 1 est vraie.

* On a montré par récurrence que : ‘Vp € N*, AP = (Tr(A))PL. A ‘

Partie 3 : Une application définie a I’aide de la trace

10°) a)

e



b) On suppose que A est symétrique et B antisymétrique.
©(A,B) = Tr(*AB) = Tr(AB) car 'A = A.
©(B,A) = Tr(*BA) = Tr(—=BA) car 'B = —B.
Comme Tr est linéaire, p(B, A) = —Tr(BA).
Or, par 5b, Tr(AB) = Tr(BA) donc ¢(B, A) = —Tr(AB) = —p(A, B).

Mais on a aussi, par la question précédente, p(A, B) = (B, A).
Donc, 2p(A,B) =0ie. |¢(A,B) =0/

11°) a) p(A,A) = Tr(*AA) = Zb“ en notant A’ = *Aet B = A'A.

=1
n n
. /
Vi € {1, R ,n}, bm‘ = Zai,kzak,i = Zakﬂ'ak’i.
k=1 k=1

Ainsi, [p(A4, A) = z”: (Zn: aii) .
k=1

—1

b) V(k,i) € {1,...,n}?, ar; € R donc az’i > 0. Donc, | p(A, A) > 0|

n n
c) On suppose que p(A, A) = 0. Alors, Z ( aiﬂ) =0.
i=1 \k=1
Comme, pour tout (k,i) € {1,...,n}% a2, > 0, on en déduit que : V(k,i) € {1,...
Qi = 0.

Ainsi, A est la matrice nulle.
On en déduit que : ‘go(A,A) =0 = A=0 ‘

Partie 4 : Résolution d’une équation
12°) Soit X € M, (R).
Tr(X + Tr(X).1,) = Tr(X) + Tr(X).Tr(Z,) par linéarité de Tr.
Done, | Tr(X + Tr(X).I,) = (n + 1)Tr(X)}

13°) On va raisonner par analyse/syntheése.
Soit X € M, (R).
* Supposons que X est solution de (x) i.e. X + Tr(X).1, = B.
Alors, en passant a la trace, Tr(X + Tr(X).I,) = Tr(B)
Donc, par la question précédente, (n + 1)Tr(X) = Tr(B).

Tr(B
Comme n + 1 # 0, il vient : Tr(X) = X )
n+1
Tr(B
Or X = B — Te(X).I.. Donc, X = B — SB) 1
n+1
On a montré que s’il y a une solution, elle est unique.
» Te(B)
% Réciproquement, on pose X = B — 1 1y,. Alors X € M, (R).
n
Tr(B Tr(B
De plus, Tr(X) = Tr(B) — X )n =Tr(B)(1—- n = I )
+1 n+1 n+1
. Tr(B Tr(B
Ainsi, X + Tr(X).I, = B — n—(l- 1).In + nj— 1).In = B.
Donc X est solution de (x).
Tr(B
Finalement, |il y a une seule solution & I’équation (x) : B — ri 1).In .
n




Exercice 3

1°) ‘f est de classe ' sur RY.

: Aan, by)

Inx

f(l“):?:

2°) a) On pose, pour n € N, H,,

* Yz >0, fO(z) =

comme quotient de fonctions de classe C*°.

an +b,Inz

2 * n _
e R?, Vz € RY, fM(z) = g

0+ 1.Inx

T

On pose : ag = 0, bg = 1. Alors, Hy est vraie.

% Supposons que H,, vraie pour un

I(an, by) € R, Yz > 0, f)(z) =

rang n fixé dans N :
an + by Inx

$n+1
En dérivant, pour tout = > 0,
bn
i) - "t — (@, + b, Inz)(n + 1)2"
n _ n)\/ _ X
£ @) = (1Y (@) = —
by —(an +byInz)(n+1)
- 2
_bp—(n+1)a, — (n+1)byInz
- rnt+2
On pose : apy1 = by —an(n+1) et byy1 = —(n+ 1)by,. Alors, Hy, 41 est vraie.

% On a montré par récurrence que :

¥n €N, 3(an,by) € RE, Vo e R:, f™(z) =

ap + by Inx

$n+1

des réels tels que : Vo >0, f0)(z) =

an +bpInz

/ /
a, +b,Inx
pntl ’

:UnJrl

. D’ou ay + b, = a, + b), puis b, =b,,.

b) Soient al,, bl
On pose z = 1. Alors a,, = al,.
an+b, a,+b
On pose z = e. Alors il = onil

D’ou ‘ I'unicité de a,, et b, pour tout n € N. ‘

3°) f=

n € N* et tout = > 0,

)= <Z> In® (@)ul"P ()
k=0
)" (n — k)!
T
( allnz & = ( D" *(n —k)!
:EnJrl + Z ) pntl-k
car 1n(k) = ( )(k D = 4= pour k> 1
( allnz <~ (n 1)k= 1(k:—1)!(—1)"_k(n—k:)!
x""‘l +Z k 1=k
( Yallnz & ( Dk —D!(n —k)!
$n+1 T Z kl(n — o+l
_1\n _1\n—1,
)y (CD)"nlInz  (=1)""'n! 1
FUe) = —m Z k
k=1

4°) Soit n € N*. Par unicité de a,, et by, il vient :

In xu,de plus In et u sont de classe C°° sur R donc, par la formule de Leibniz, pour tout




Exercice 4

1°) a) f(x) = 1. C’est une limite finie donc f est prolongeable par continuité en 0 en posant

= . omine, par allleurs, €St egalement continue sur par quotient, on obtien
f(0)=1| C ill f est également conti R* tient btient

que ‘ f ainsi prolongée est continue sur R ‘

b) e f est continue sur Ry.
e f est dérivable sur RY par quotient.

T CcosT —sinT
e Pour tout z € RY, f'(z) = ———.

22
, _z(l+o(x) —xz+o(z?)  o(z?)
f ($) x:0 2 :EEO 2 :EZO 0(1)
Ainsi, f'(z) — 0.
z—0
D’aprés le théoréme de la limite de la dérivée, on a f(m)—é’"(()) —6 0.
— T—

x
On en déduit que f est dérivable en 0 et que f/(0) = 0.
L’information trouvée plus haut se réécrit donc : f'(z) — f/(0). Ainsi f’ est continue en 0.
T—

Comme, par ailleurs, f est de classe C! sur R% par quotient, on obtient que| f est de classe C Lsur Ry,

2°) a) g est dérivable sur [0, g] comme produit et différence de fonctions dérivables.
Et, pour tout x € [O, g}, g () =cosx — xsinx — cosx = —xsinz.
Or sin est positive sur [0, g}, donc ¢’ <0 sur [0, g}

T
Ainsi g est décroissante sur [O, g}

Comme ¢(0) =0, ‘pour tout z > 0, g(x) <0 ‘

b) Vx>0, f'(z) = gi? et f/(0) =0.

Ainsi, ‘pour tout z >0, f'(z) <0 ‘

3°) Par quotient, h est dérivable sur }O, g}, et pour tout x € }0, g],

, cos(z)x? —sin(z)2z  wcos(x) — 2sin(x x) — sin(z
W (z) = ()(x2)2() _ ()a:?’ ()_9()x3()

Or, sur }0, g}, 23 >0, —sin(z) < 0 et g(z) <0, donc A/ (x) < 0.
Ainsi h est strictement décroissante sur }0, z]
De plus, cette fonction est continue sur cet intervalle. Par le théoréme de la bijection, h réalise
T T
bijecti d},—} _ h(—),l' h(z)!.
une bijection de |0 3 sur J [ 3 3;}1((1)1+ (x)
1 1
h(z) = rrolw) _ 1 +o <>, donc lim h(x) = +oo.

=0 2 =0 T x z—0t
™

sin (—) 2
Par ailleurs, h (E) = 732 = 3 sin (E> < 1 car 0 < sin (f) < 1etcar3<m.
3 ([) s 3 3
3
T

Ainsi, 1 € J. Donc |il existe un unique réel o € }0, 3} tel que h(a) =1}

4°) ¢ est dérivable sur [O, g} par somme. Soit x € {0, g} :

() =g¢'(x) +2Cx = —xsinz + 2Cx = x(2C — sinz).



Or()gxggdoncogsinxg

- . T
Ainsi, ¢ est croissante sur [O, 3

=2C, d'ou ¢'(z) > 0.

I
: [N}
p

De plus ¢(0) = 0 donc, | pour tout = € [O, g}, o(z) > 0]
5°) Soit x € ]O, g} ; comme f'(x) est négatif, | f'(z)] = —f'(z) = —@.
x
On sait que : p(x) > 0 donc g(x) + Cz? > 0 ie —g(x) < Cz?.
Comme z2 > 0, il vient : —&f) < —C. Finalement | |f'(z)] < C'|.
x

C’est encore vrai pour x = 0.

T
6°) a) Pour n € N, on pose H, : u, existe et u, € [O, —]

b)

d)

3
* Hj est vraie.

% On suppose que H,, est vraie pour un rang n fixé dans N.

Ainsi, u,, existe et u,, € [O, g} Comme f est définie sur Ry, u, 1 = f(uy,) existe.
De plus, f’ < 0 donc f décroit sur I'intervalle [O, %}, donc f(0) > f(uy) > f (g)

Or f(0) =1 et f (%) - Sinw(%) > 0.

3

.. ™ .
Ainsi, 0 < upy; <1< 3 Donc, Hy 41 est vraie.

. . . U
% On a montré par récurrence que, | pour tout n € N, u,, existe et 0 < u,, < 3

f est dérivable sur [O, g} et, pour tout x € [0, g}, |f'(x)] < C.

Donc, par I'inégalité des accroissements finis,
12
Y(,y) € |0,2] " 1f@) — F@) < Cla—y

En particulier, pour tout n € N, u,, et a sont dans [O, g}, donc |f(up) — f()] < Cluy, — af.

sin o sin o

Or f(un) = un+1, et comme h(a) = 2 = l,ona f(a) = L =% Ainsi

‘Vn eN, |upy1 —a] < Cluy, — a\.‘

Pour n € N, on pose H,, : |u, —a| < C™.
* |ug — al = |a] = a car a > 0. Or h(a) = 1 i.e. sin(a) = a?. On en tire que o? < 1, donc
a<l.
Ainsi |ug — af = a <1 =C Hj est vraie.
% On suppose que H,, est vraie pour un rang n fixé dans N.
|unt1 — o < Cluy, — a. Or |uy, —al < C™ par Hy,.
Comme C > 0, il vient : |u,.1 — o < C™HL

Ainsi, Hy 41 est vraie.

% On a montré par récurrence que, ‘pour tout n € N, |u, —a| < C" ‘

C:\ff donc —1 < C < 1. Ainsi, C™ — 0.

n——+o0o

Dong, par le théoréme d’encadrement, (u,, — ) converge vers 0. Donc‘ (un) converge vers o |.




