PTSI2 — 2022/2023 Lycée La Martiniére-Monplaisir — Lyon

Correction du devoir surveillé 3.

Exercice 1

Partie 1 : Résultats préliminaires

1°) Soit z € R.

ch?(z) —sh*(z) = (T)Q N <6””26_””>2

(e:r)2 1 2e%e” 4 (ef:p)Q (ex)Z — 2e%Te T 1 (efa:)2

4 4

2-(=2)
-—

ch?(x) — sh?(x) = 1.

2°) a) On sait que ch et sh sont définies sur R, et que pour tout x € R, ch(z) > 1 > 0, donc
‘th est bien définie sur R ‘

b) Par quotient de fonctions dérivables, th est dérivable, et pour tout x € R,

() = sh’(z) ch(z) —sh(z) ch'(z)  ch*(z) —sh?*(z) | 1
B ch?(x) B ch?(x) | ch®(2) |
61113 + e—ln3 3 + 1 10 5
) ch(n3) 2 2 " 3x2 |3
eln3 _ o—In3 31 ] 4
hl = = = = — |
sh(In.3) 2 2 ~3x2 |3
4
D th(In3) = i = %
onc th(ln3) = 5 =5/
3

Partie 2 : Etude d’une premiére suite

1 n
4°) ch est continue et ne s’annule jamais sur R, donc pour tout n € N, la fonction z +— < h )>
ch(x

pour tout n € N, u,, existe ‘

est bien définie et continue sur le segment [0, In 3]. Donc,

5°)

In3
u():/ ldz = [z]0® =[In3].
0

D’aprés les question 2.b et 3

B In3 1 B m3 B B é
ug = /0 B2(0) dz = [th(z)],"” = th(In3) — th(0) = .

(th(0) = 0 car sh(0) = 0).




In3 In3 In3

1 h

6°) On a u; = / de = / ¢ 2(x) dz = / ch(z 2) dz d’aprés la question 1.
o ch(z) o chi(z) o 1+sh(x)

1

On pose t = sh(z) ; la fonction sh est bien de classe C* sur [0,1n 3].
On a alors dt = ch(x) dx.

4
Sizx=0,t=0,etsix=1In3,t= 3 d’aprés la question 3.

Ainsi, par changement de variable :

5o s 4
up = i e dt = [Arctan(t)]j = |Arctan 3) |

7°) Soit n € N.

n3 1 In3 1 1
= [ G [ @ e

Posons f: x — (ch(lx))" = (ch(z))™" et g = th.
Ce sont des fonctions de classe C! sur [0,1n 3], et pour tout = € [0,1n 3],
"(2) = —nsh(z) (ch(z)) ™ ! = 7—nsh(w) "(x) = b

Par intégration par parties,

B 1 In3 3 _nsh(z)

Upio = [(ch(m))” th(x)]o — /0 7(ch(:c))"+l th(x)dz
B 1 N 1 n 3 sh(z) sh(z) .
) A ) )) th(0) + /0 (@)™ chiz) @

1 4 /1“3 ch?(z) — ) ) ,
=—F5-+n — dx car sh”(x) = ch“(x) — 1 par la question 1
3

- 45§*+31n " "/oln3 ((ch(lrv»” B (ch(:t:l))"+2> &

4 x 3" N /11'13 1 d /1n3 1 q
=—F+n ——x dr — — o dz
sntl o (ch(x)) o (ch(z))"+?

4 x3"
Un+2 = Bl + nup — NUp42
4 x 3"
(n + 1)un+2 = W + nuy
4x3" n

B P )T S e

2

8°) a) Posons, pour tout z € R, f(z) =ch(z) —1— %

f est deux fois dérivable sur R, et pour tout z € R,

f'(z) =sh(z) —2, f"(z)=ch(z)-

On sait que pour tout z € R, ch(z) > 1, et la valeur 1 est atteinte uniquement en 1.
Donc f” > 0 et f” ne s’annule qu’en 0.

On en tire que f’ est strictement croissante sur R.

On remarque que f'(0) = 0, donc on en déduit le signe de f’ et les variations de f :



Ainsi, f posséde un minimum en 0 : pour tout z € R, f(x) > f(0) =0, d’ou :

72
Va € R, ch(:r)Zl—i—?.

Méthode 1

Pour n = 0, 'inégalité est évidente (c’est une égalité).
2
x
Soit n € N* et x € R. ch(x) > 1+ 5 > 0 d’aprés la question précédente.

2 n
Comme t — t" est croissante sur R, on a (ch(z))"” > (1 + xz) .

2\ N n o\ k
x n x
Or, d’apres la formule du binome de Newton, (1+ =) =Y (, J1"% () .
r, d’apres la formule du binéme de Newton, < + 2) 2 <k) (2>
Les deux premiers termes de cette somme (on a n > 1) sont :

n\ [(22\° n\ z? z?
— | =1let — =n—.
0 2 1) 2 2
" /n 22\ " x?
Les autres termes éventuels sont positifs, donc Z < >1”_k <2> > 1+ ne -
k=0

2

Ainsi, on a bien |ch"(x) > 1+ n% .

Méthode 2

x
Fixons € R. Posons, pour tout n € N, P,, : ch”(z) > 1+ n
2

e Pourn =0, (ch(z))® =1et 1+ n% =1, donc Py est vraie.

e Supposons P, vraie pour un n € N fixé.
2 2

On a donc ch"(z) > 1+ n%, et d’apreés la question précédente, ch(z) > 1+ % Puisque

tout est positif, on peut multiplier ces inégalités :

" (2) ch(x) > (1 +n> < 2) 2

4
d’ott ch"™(z) > 1+ (n+ 1)? car —- >0

Ainsi P41 est vraie.

2
T
e Conclusion : |pour tout n € N, ch"(x) > 1+ n ceci pour tout x € R|.

Soit n € N*.

2 1 1
Pour tout z € [0,In3], on a ch"(z) > 1+ n% > 0, donc 0 < <
c

Par croissance de 'intégrale sur [0,1n 3] :

In3 1 In3 1
0 S/ ——dz / ——dx
o ch"(x) 0 T

IN

w



In3 1 In3 1
0 x 0 N
2

2
1 R
T

d) Pour tout n € N*  on a < Arctan <\/ﬁln 3> <

2
Donc, comme \/>>0 \/>Arcta <\/W 3>§ —g.
n
T
Van'

v

Ainsi, pour tout n € N* 0 < u,, <

Comme

— 0, d’aprés le théoréme des gendarmes, |u, — 0|
vV 2n n—+oo n—+00

Partie 3 : Etude d’une seconde suite

9°) Soit g € Ry et n € N. Z(—l)qu = (—q)]’C = ————— car —q # 1 puisque ¢ € R,.
k=0 k=0 1- (_q)
n

1—(— n+1 1 1) n+1

Donc, Z(—l)qu = (=9) .t (=D car n et n + 2 ont méme parité.
prd l+gq L+gq
1
10°) Soit = € R et n € N. Par ce qui précéde (on a bien (@) e Ry),
ch(x
1 n+1
— ch¥(x) k::O Ch%x) ch"(x) ch(z) +1
n k n+1
-1 h

Ainsi, Z (=1) = ¢ (@) + (=

“ ch*(z)  ch"(z)(ch(z) + ) '

11°) Soit n € N.

I —zn:(—l)ku —Z:(—l)k/1113 ! dz
" = R 0 chk(x)

k=

[e=]

0
In3 k
) dx par linéarité de l'intégrale
k

z_;] ch® i:
)+ (D"
(z

/0 (

In3 3 ntl
/0 CE”( )+ 1)
/0 (

par la question précédente

"L (-1
(
(z
)(ch
3 ch(z) 1
(x) +

In3
h(m) +10H D / @) (eh(n) 1)

‘In =9 + (—1)”vn+1. ‘

12°) Soit n € N.
Vz € [0,In3], 14 ch(z) > chx et ch” (z) > 0 Donc ch" ! (z)(chx + 1) > ch"x

1
Comme les termes sont strictement positifs, il vient : 0 < — < —.
ch"*(z)(chx +1) ~ ch"z
In3 1 In3
Par croissance de l'intégrale, 0 < / — do < / — dx.
o ch" (z)(chx+1) o ch"x

4



Or par la question 8d, (u,) converge vers 0.

Donc, par le théoréme d’encadrement, ‘la suite (vy,) converge vers 0. ‘

13°) a) Méthode 1 :

t?2+1 (t2+2t4+1)—-2t (t+1)2-2t 1 2
Vi e R\ {-1,0}, = — _ - _ .
i } t(t+1)2 t(t+1)2 t(t+1)? t o (t+1)2
2 +1 a b
‘On posea=1¢et b= —2‘. Alors, | pour ¢ GR\{—LO},W = ;—i—m )
Méthode 2 :
Soit t € R\ {—1,0}. Soit a et b des réels.
o b at+1)2+bt  at?+t(2a+b)+a
t o (t+1)2 it +1)2 t(t+1)2
b 24+ 1 o=1
Pour que %—{— 1102 = 1) ilsuffit que { 2a4+b=0 1le.a=1etb=-2.
a =
b)
/ln3 chzx
vy =
0 o chx+1
In3 ex-i—;*’“
= = dx
/(; e’“r; + 1
_/ln3 el e %
N o €eT+eT+2
/-ln3 e2$ +1
= 1 100 OF
o e +1+2e”
/1113 6214-1
= ——dx
0 (em + 1)2
In3 2x
:/ &eﬂc dz
0 ex(ex + 1)2
On pose t = €%, x + €% est de classe C* sur [0,1n 3].
On note : dt = e dz.
Siz=0alorst=1
Siz=1In3 alors t = 3.
- . 241
Par le théoréme du changement de variables, vy = —
1 t(t+1)2
In3 1 2 3 3
Par la question précédente, vy = /1 <t — (t+1)2> dt = [In|t]]] +2 L-%l] -
1 1
D =n3+2(-—=).
onc, vy nJ+ (4 2)

1

Finalement, |vg =1n3 — 3|
14°) Vn e N, I, = vp + (—1)"v,41 par 11.

(vp) converge vers 0 donc la suite (v,41) converge vers 0.

De plus, pour tout n € N, =1 < (=1)" <1 et vp41 > 0, donc —vp 41 < (—=1)"vp41 < 4. Par
le théoréme d’encadrement, la suite ((—1)"v,41) converge vers 0.

: : 1
Finalement, par somme, (I,,) converge vers vy i.e. | (I,,) converge vers In3 — —.




Exercice 2

Notons I =] — 1,1[ et (E) : (1 — 2?)y/(z) + zy(z) = 2? — 1.

Pour tout € I, 1 — 2% # 0, donc sur I, (E) <= v/(z) + . v 5y(r) = —1.
—x
C’est une équation différentielle linéaire d’ordre 1.
e Résolution de I’équation homogene (H) : y/(z) + 1 - 5y(z) =0
—x
x -1 -2z
Pour tout z € I, =2 =37 7

1 1
Donc une primitive sur I de x — 1 T estae ) In (]1 — %)) ie. z —§1n (1—a?).

72

Les solutions de (H) sur I sont les x — )\e%h‘(l_xz), Le. les z — AV1 — 22, ou A € R.

e Recherche d’une solution particuliére par la méthode de variation de la constante :
On pose yp, : & — A(x)V1 — 22, avec A : I — R dérivable.
Sur I, x — 1 — 22 est dérivable et a valeurs dans R% . Comme t V't est dérivable sur R?%, par
composition et par produit, y, est dérivable sur I, et pour tout = € I,

-2z zA(z)
") = N(@) V1 — 22+ A2) ——m— = N (2)V1 — 22 - ="
@) =N @)V (0)y oy = X @)V
On résout :
A
yp solution de (E) sur I <= Vz e [N (z)V1—a22— % + . _x$2)\(x)\/1 —z2=-1
— Vzel, N@)Vi-22=-1

—1

1—=x

— Vael, N = car z — 1 — 2% ne s’annule pas sur I

2

Prenons A : z — Arccos(x); alors y, :  — Arccos(z)v1 — 22 est une solution particuliere de
(E) sur I.

e Conclusion :

Les solutions de (F) sur I sont les fonctions de la forme :

xz — (A4 Arccos(z)) V1 — 22, ou A € R.

Exercice 3

Question préliminaire :

1—Inxzx

T
La fonction f : z +— est bien définie et continue sur I'intervalle RY , donc F': x / f@t)de
1

2
x
sera une primitive de f sur R%.
x
-1
Fixons z € R et calculons F'(z) = / —5(Int —1)dt.
1 ¢

1 1
Les fonctions w:t = Int —1letv:t— n sont de classe C sur R* , et pour tout t € R* | u/(t) = n et



Par intégration par parties :

Fz) = [1 mt—ﬂ —/;“dt

t tt

T -1
1

Inz 1 11"

8

|

x 1
1 1 1
=2 11
x x x
_Inz
oz
Inz 1—Inzx
Ainsi |z — —— est une primitive de x — 5— sur RY |
x x

1°) a) Soit & € R. On pose y : x — 2. y est deux fois dérivable sur RY et, pour tout x € R* ,
Y (z) = az® ety (z) = ala— 1)z 2
y solution de (H) sur R* <= Vz e R%, 2?a(a—1)2*? —zaz® ! + 2% =0
— VreRl, (ala—1)—a+1)2*=0
< a?’—2a+1=0 car pour tout z € R*, 24 # 0
— (a—1=0
<

a=1

Ainsi est la seule valeur pour laquelle z — x soit solution de 1’équation (H).
()

b) On a donc, pour tout z € R, z(z) = S
x

sur RY , par quotient, z est deux fois dérivable sur R* . Pour tout z € RY :

y(@) =azx(z),  y(r) =z (@) +2(z), (@) =2 (2) + 2 (2).

. Comme y et x — x sont deux fois dérivables

y solution de (F) sur RY
= Yz € RY, 2% () — xy/(z) + y(z) = 1 — In(z)
= Vz eR%, 2°"(z)+22% () — 2?2/ () — 22(z) + v2(z) =1 - Inx

1 1-1
— |Vz e R, 2'(z)+ ~2'(z) = nY
x

3

1 1-1
Ainsi |y vérifie (E) si et seulement si z vérifie (E') : 2" (z) + —2/'(z) = #
T T

c) (Ep) est une équation différentielle linéaire du premier ordre.
e Une primitive de z = — sur RY est In, donc les solutions de I’équation homogeéne associée
x
sont les

A
x+— Aexp(—Inz), AeR ie. x»—>— AER

e On recherche une solution particuliére par la méthode de la variation de la constante :

1
On pose : Z, : x — A(xz)— ot A : Ry — R est une fonction dérivable. Z, est dérivable
x
1 1
sur RY. par produit, et pour tout € RY, Z(x) = N(2)~ — A(z)—. On résout :
x x

1 1 1 1-1
Zy est solution de (E1) <= Vo € RY, /\’(:1;); — AN ) + /\( ):c nY

N 1-1
< Vz € R, @) _ o7
T

3

3
1—Inx

— VzeRi, N(z) = 3




1—Inx

nr o s .
Prenons A : © — ——; c’est alors une primitive de =z d’aprés la question

2
x
R Inz . .
préliminaire, donc Zj, : x +— —5- est une solution particuliére de (E1).
x
. A Inzx
e Les solutions de (E7) sont donc les : |z +— — 4+ —- avec A € R|.
r

d) Pour y : R% — R deux fois dérivable, en reprenant les notations de la question b :

y solution de (E) sur R}, <= 2’ solution de (E;) sur R
A Inz
* /
A 1—Inzx 1
* /
— HAER,V.%'GR_HZ(x):E— 2 —i-?
1 1
= J(\p) eR? Vo eRY, 2(z) :)\lnx—ﬂ———i—u
x x
car R’ est un intervalle et grace a la question préliminaire
— JI(\p eR? Vre R, y(x) = Azlne —Inz — 1 + px

Les solutions de (E) sur R* sont donc les |z — AzInz — (Inz + 1) + px avec (A, 1) € R?|

2°) a) La fonction w est deux fois dérivable sur R comme composée de fonctions deux fois dérivables.
On a, pour tout t € R :

wt)=yle), W) =cy(e),  w't)= ()Y () +ey ().

y solution de (E) sur RY

= Yz e RY, 2% (2) — 2y/(z) + y(z) = 1 — In(z)
vt € R, (e)?y" (') — ely/(e!) + y(e!) =1 — In(
Vt € R, (eh)?y"(e!) + ety (e!) — 2ely/(e!) + y(e!) =1 — ¢t
VteR, w'(t) — 2w (t) +w(t)=1—t
w solution de (Ey) sur R

e')  car exp est une bijection de R sur R*

—
—
—
—

b) (E2) est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 & coefficients constants.
e Son équation caractéristique est 72 — 2r + 1 = 0, dont 1'unique solution est 1.
Donc les solutions de 1’équation homogene associée a (Es) sont les t — (At + u)e! ou
(A, p) € R2,
e Posons maintenant w, : ¢ — at + b avec (a,b) € R Alors w, est deux fois dérivable sur

R, et pour tout t € R, wy,(t) = a, wy(t) = 0. On résout :

wy, solution de (Ey) <+= VteR,0—-2a+at+b=1—t

=-1

= { Z_ 9q — 1 Par unicité des coefficients d’un polynéme
a=—1
b=-1

e Les solutions de (Ey) sont donc les |t — (M + p)et —t — 1 ot (A, u) € R?

c) Pour y: R} — R deux fois dérivable, en reprenant les notations de la question b :
y solution de (E) sur RY <= I (\,p) €R% Vt € R, w(t) = (Mt +p)e’ —t—1
— I\ p) €R: VzeR:, w(nz) = (Anz + p)e™® —Inz —1
car In est une bijection de R} dans R

= J(\p) eR} VzeRY, y(z) = Avlnz+pr —Inz — 1

On retrouve que les solutions de (E) sur R* sont les|z — Azlnz — (Inz + 1) + px avec (A, p) € R?|




