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Correction du devoir surveillé 2.

Exercice 1

n 01123456
Fro10]1]1(2(3]5]|8

2°) a) Pour n > 2, on note Hy, : F,, > n — 1.
* Fhr =1>1et F3=2> 2 Donc Hy et H3 sont vraies.

% Soit n > 2 fixé. On suppose que H,, et Hy1 sont vraies. Montrons que H,, 2 1’est aussi.

1°) On résume dans un tableau :

Foio = Fpy1 + F,. Or par Hy, et Hpy1, Foy1 > n et F, > n — 1 donc, par somme,
Fn+2 Z 2n — 1.

Or(2n—1)—(n+1)=n—-2>0carn>2 donc Fyo >n+1: H, o est vraie.

% On a montré par récurrence double que : |Vn > 2, F, >n — 1|

b) n—1 — +ooet, pour tout n >2,F, >n—1donc|F, — +oo|
n—-+o0o n—-+o0o

n
3°) a) Soit n € N*. On note Hy, : Y F{ = FFpy1.
1 k=1
* Pournzl:ZFg:Fle.
k=1
D’autre part, F1F> = 1. Donc H; est vraie.

* Soit n € N fixé. On suppose que H,, est vraie. Montrons que H, 41 est vraie.
n+1 n
2 2 2
ZFk = ZFk + Fh
k=1 k=1
=F,Fp + F2, par H,

- n+1(Fn + Fn+1)
= Frt1Fnqo par définition de la suite

Ainsi, Hy 1 est vraie.

n
% On a montré par récurrence que : | Vn € N*, Z F,? =FFnt1 |
k=1

b) Pour n € N, on pose Hy, : Fgﬂ — FoFhio = (—1)™
* Pourn=0,ona FZ -~ g, =1—-0x1=1=(-1)° Donc Hy est vraie.

% Soit n € N fixé. On suppose que H,, est vraie. Montrons que Hy 11 est vraie.

Fg—f—Q - Fn+1Fn+3 = Fn+2(Fn+1 + Fn) - Fn+1(Fn+2 + FnJrl)
= Fypoby — Fr%—&-l
= —(=1)" par H,
= (—1)mH!

Ainsi, Hy 11 est vraie.

% Conclusion : on a montré par récurrence que, pour tout n € N, F,%H — F,Fhio=(—1)"




c) Soit n € N.

n

n
ZFk = Z(Fk+2 — Fry1)
k=0

k=0
= - +F—F+Fi—F3+-+ Fypo— Fon

= —F1 + F,12 (somme téléscopique)

n
ZFk = Fpi2—1
k=0

4°) a) 2n, 2n + 1 et 2n + 2 sont des indices supérieurs ou égaux a 2 donc, par la question 2a,
Fy, > 2n — 1 donc Fy, > 1. De méme, Fopi1 > 2n > 2, Fopio >2n+12> 3.
1 1
Ainsi, —

, ——, — existent. De plus, Arctan est définie sur R, donc A, et B,, existent.
Fon™ Font1 Fonyo

<1

1
Deplus,ona:0< —<1,0< <let0<
by, 2n+1 2n+2

Comme Arctan est strictement croissante sur R, que Arctan(0) = 0 et que Arctan(1l) =

T 1 s
< —, 0 < Arctan < —.
> 4 <F2n+2> 4

T .
7

1
0 < Arctan <F> < %, 0 < Arctan <

2n 2n+1

Ainsi,0<An§%et0<Bn<g.

Donc, | A,, et B, sont dans }O, g [

b) Simplifions tan(B,) :

ton(B,) = tan <Arctan (ﬁﬂ)) + tan <Arctan (F2i+2)>

1 —tan (Arctan (Fzyll+1>) tan (Arctan (FQ}H_Q))

1 1
Font1 Fonta
1 I

Font1 Fanto

_ Fopgo+ Fopq
 FongiFonia—1

_ Fonys

P (Fong1 + Foy) — 1
_ Fonys

B F3 o+ Fonp1Fop — 1

Or, par 3b, FQQM_1 — FonFhyio = (—1)*" =1 donc F227H_1 =1+ Fy, Fopio.

tan(B,) = Fonys
" FonFopyo + Fopp1fo,
_ F2n+3
Fon(Font1 + Fon2)
1
tan(B,) = T car Fou1 + Fopto = Fonys
n

us us
c) tan est strictement croissante sur }0, 5 [ et A, et B, sont dans }O, 3 [ donc

A, = B, <= tan(A,) = tan(B,)

1 1
tan(A,) = tan [ Arctan [ — = —
( n) < (FQn )> FQn
Donc, par la question précédente, tan(A,,) = tan(B,). On en déduit que .

2



d) Pour n = 1, sachant les valeurs de Fy, F3 et Fy :

1 1Y\ . T 1 1
Arctan(1) = Arctan <2> + Arctan <3> le.| o= Arctan <2> + Arctan <3> .

1 1 1
Arctan <3) = Arctan (5> + Arctan <8)

Pour n =2

5°) Soit n € N*.

6°)

7°)

8°)

1 1
S, = Arctan | — | + Arctan < >
<F1) Z Foga

= Arctan (1) + [Arctan ( ) — Arctan (
=1

par 4c

1 )}
Fopto

1 1 1 1
% + Arctan E — Arctan F + Arctan E — Arctan F@' + .-+ Arctan F—% — Arctan
7T+At<1>At<1> ( télescopique)
= — rctan [ — | — Arctan somme télescopique
4 F2 F2n+2
T 1
S, = — — Arctan
"2 <F2n+2>
Par la question 2b, F,, — o0 donc Fy,419 —> +00. Ainsi, — 0.
n—-+4o0o n—-+4oo 2n+2 n—-+o0o

1
Or Arctan(z) — Arctan(0) = 0 donc, par composition, Arctan — 0.
z—0 Font9 ) n—doo

Finalement, | S,, — in
n—+oo 2
Le trinéme 22 — 2 — 1 a pour discriminant A = 1 +4 = 5 donc les racines sont
1-+5
7
1—v5<0et14++/5>0.
1 5
Ainsi,‘ilyaun unique réel positif ¢ tel que <p2:g0+1.‘0na: p= +2f.
1 1445 2 1++v5  2(1—+/5 1+v5 1—+/5
o+ — = f+ = f+( Vo) _1+v5 f:\/E.
% 2 1++5 2 1-5 2 2
1
On abien : |+ — = V5|
14
0 €N, H,: F, = — <"+(_1)n+1)
n pose, pour n ) Py, = — — .
1 .
*x — ( ) \/51—1)—0:F0 donc Hy est vraie.
= (o ) = (6 1) = 1 par ta question pccecent
— = — | ¢+ — | =1 par la question précédente.
V5 Vb @
Or I} =

=1 donc H; est vraile.

1++5
2

* Soit n € N fixé. On suppose que H,, et Hy 1 sont vraies. Montrons que H, 2 est vraie.

Fn+2:Fn+1+Fn
L (e, GO
_\/5 ¥ + §0n+1 ¥ "

Fopyo

et



1 1
SDn+1 + ()On + (_1)n+1 <_¢n+1 + w))

L (o —p+¢°
== (Pl D+ (o TEE )
= © +(—1) an car ©° = p +
1 n-+2 (_1>n+3 N "
=—F | + car n + 1 et n + 3 ont méme parité
5 (,0”+2

Ainsi, H,, 9 est vraie.

1
% On a montré par récurrence double que : |Vn € N, F}, = ﬁ (SOn +

() = (- ()

9°) Soit n € N. Par la question 8,

n

Foa™ = 2™ x

o
TGl
(S

xp € [0,1] donc (zp)" —

n—-+00

1 n
‘—wzxg2<1carg0>1.Donc—1<—x<1d0nc<—x> — 0.
2 Y ¥ 2 p/) noteo
Ainsi, par opérations, | lim F,z" =0]|

n—-+00

10°) a) Soit n un entier > 2.

n n n n
(1—z—2)Ty(x) = (1 —x—2?) ZFkxk = ZstL’k - Z Flaktt — Z Fakt?
k=0 k=0 k=0 k=0

n+1 n+2

n
= E Fj.%'j — E Fj_lmj — ZFJ‘_Q.%']

n
= Z(FJ — Fj—l — Fj_g)l‘j + Foafo + FliL'l — F0$1 — ann—i-l — n_1$n+1 — Fnibn—H
Jj=2 =0

=z—(F,+ Fn_l)an — Fpant?

(1—2z—2)Ty(x) =2 — Fpypz" ™ — Fa™t?

b) Six =0, on abien 1 —x — 22 # 0.
1 1 1
Sinon, on a 1 —z — 22 = 22 <2 - —— 1) = 2?P () ou P est le trindbme du second degré
T T x

X? — X — 1, dont les racines sont ¢ > 0 et un nombre négatif. Comme 0 < < —, on a
¥

1 1
— > ¢, donc — n’est pas racine de P.
x x

Finalement, dans tous les cas, 1 — z — 22 # 0.

On pouvait aussi déterminer les racines de 1 — X — X2 pour le prouver.
p p p
x — Fppqa™t — Fant?

Par la question 10a, T, (x) =

1—x— 22
Par ailleurs, par la question 9, F,,12"t! — 0. De plus, F,2"*? = 2% x F,2" — 0.
n—+o00 n—+00
Donc, par opérations sur les limites | T),(z) — ————|
n—stoo 1 —x —x
T
Ainsi, [f(z) = —— |.
I ( ) 1 —r— CCQ




Exercice 2

1°) r © = — +/x est définie sur Ry, et Arctan est définie sur R, donc par composition,
‘ f est définie sur R4 ‘

r est dérivable sur RY et Arctan est dérivable sur R, donc par composition,

[ est dérivable sur R |,

et pour tout z € R :

L2 1 [ 1
F ) = S a T (var ~ | Vel 1 o)

2°) a) Soit x € R\ {—1}. On sait que Arccos est définie sur [—1, 1] donc :

-z
iste <= —1< <1
g(z) existe <1355
2
<1$> <1
1+z/) —
— (1-2)?<(1+2)? car (1+2)% >0
<= 1—2x+x2§1+2x+x2

<— x>0

Donc |le domaine de définition de la fonction g est Ry ‘

On sait que Arccos est dérivable sur | —1, 1[. La fonction u : z est dérivable partout

ou elle est définie ; nous avons vu qu’elle est & valeurs dans [—1, 1] sur Ry, et :

1_
L lesl-a=ltres2=0c22=0
1+=z
11—z . .
=—-l<=1—-2=—-1—2<+= 1= -1 impossible
14z

Donc la fonction u est & valeurs dans | — 1, 1[ sur I'intervalle R* .

Par composition et quotient de fonctions dérivables, ‘ la fonction g est donc dérivable sur RY |

b) Pour tout x € R%,

, -1)(1l+2z)—1.(1 -2z —1
g(l‘):( X (1_1)_1,)2( ) L_2\2
1_(1+x>
_l-z—-1+x -1
N (1+x)? (1—z)2
Ty
B 2 1
- (e 1+2r+22—-1—-224+22
\/ (1+a)
= 2 m: 2 |1+I’: 2 1te car 1 +x >0
(I+)? Vi (1422 Vir (1+2)2 2z
, 1
g(l‘)zm

3°) On constate que pour tout z € R* | f/(x) = ¢'(x), done (f — g)'(z) = 0.



Comme R est un intervalle, on en tire que la fonction f — g est constante sur R
une constante C' telle que, pour tout x € R%, f(x) — g(x) = C.

En particulier, f(1) — ¢g(1) = C d’ou C = 2 Arctan(1) — Arccos(0) = 2
Par ailleurs, f(0) — ¢g(0) = 2 Arctan(0) — Arccos(1) = 2.0 — 0 = 0.
Finalement, pour tout = € Ry, f(z) — g(z) = 0, ¢’est-a-dire :

: 1l existe

T
—=0.
2

S

1
Vo € Ry, Arccos (1 " i) = 2 Arctan(y/x)

1—=x 1—=x

1—=x
4°) Nous avons vu que —1 < <1, et méme —1 < <lcar—1= 1 était impossible.

1+x 1+

T

) > Arccos(1),

. . l1-2z
Donc, par stricte décroissance de Arccos, Arccos(—1) > Arccos(
11—z

1+
>> 14z

On a cos(f) = cos <Arccos (
(I+x)cos(f) =1—=x

xcos(f) +x =1— cos(0)
(cos(f) + 1)z =1 — cos(h)

1—=x

d’ou :
e ol

5°)

1 —cos(f)

Comme 6 € [0, [, on sait que cos(f) + 1 # 0, ce qui nous permet d’écrire : |x = m )

T

0 0 0
Or cos(#) = cos <22> =1 — 2sin? <2>, donc 1 — cos(#) = 2sin? <2>
) 6 5 (0 5 (0 o
On a également : cos(f) = cos 25 = 2cos 3) - 1, donc 1 + cos(#) = 2 cos 7) Ainsi,
0
() i (1
2

= N =
2 (2
2 cos <2>

0
On en tire que \/z = | [tan? <2) =

6°)

Or 0 € [0, [, donc g € [0, g [, ce qui permet d’affirmer que tan (g) > 0.

0 , 96
= —, puisque —
27p q 9

Finalement, /2 = tan g, donc Arctan(y/z) = Arctan (tan Z)

)}

EH

1—=x

2 Arctan(y/z) = 0 = Arccos <1

On obtient bien
+x

Exercice 3

Soit z € C. 0 n’est pas solution, on peut donc supposer que z # 0.

z solution de (F) <= (z —1)" = 2"

z—1\"
<:>( ) =1 car z # 0
z
z—1 2k
<~ Jke{0,...,n—1}, =¢€'n
2z
e Jke{0,....n—1}, z—1=ze"
e Jke{0,....,n—1}, z(1-é ") =1



Pour k = 0, ’équation donne 0 = 1, donc le cas k = 0 est exclu.
Pour k € {1,...,n—1}, %TW € 10, 27| donc 1 _gnE #0. On a donc :
1

§2km
1—¢'n

z solution de (F) <= 3Jke{l,...,n—1}, z=

Or, pour tout k € {1,...,n — 1},
1

1
i2km Tk K -k
1—¢é'n ezf (e_ZT7r — 61%)

=1 =1

1 cos (k—“)
Finalement, I’ensemble solution est : 5 1+ 1T’;) Jke{l,...,n—1} 3|
sin (%
n

1
On constate que la partie réelle des solutions est égale a —.
oS (%’r)

sin (kn—”)  tan (’%)
gauche soit défini mais pas le membre de droite!

Remarque : attention a ne pas écrire : c’est faux, car il arrive que le membre de

cos (k”)

o 5
sin (7)  sin (5)

x

s
n

Par exemple, sin =4 et k = 2, alors %’T = 5 ; tan(") n’existe pas, alors que

Exercice 4

1°)

1 1 1
Z+—=¢cR Z+—==7+—
—i—ZE <~ +Z +Z

<:>7+1—Z+1
zZ Z
— 1 1
= L-Z=—5—=
Z Z
— Z—-Z
z7Z
— (Z-2)2Z=(Z-2)
— (Z-2)(ZZ-1)=0
— Z=ZoulZP*=1

1
Z+Z€]R<<:> ZeRou|Z|=1

2°) f est dérivable sur R* comme somme de fonctions dérivables et, pour tout x € R*,

fay=1- 5 ="

2 x




I () + 0 - - 0 +

+00 +00

/ 00/2\00 \2/

3°) z1 et 23 sont les racines de (E) : 22 — 2az + b = 0.

Donc, par unicité des coeflicients d’un polynoéme, { .Dou — =

£°) a)

b)

5°) a)

b)

6°) On a démontré que ||z1| = |z2| < % est un réel de |0, 1] |-

V2€C, 2% —2az+b=0 <= V2€C,(2—21)(z—22) =0
<— VZEC,Z2—(Z1+22)Z+2122:O

214 20 =2a a? (21 + 22)2

Z129 = b b 42129

21+ 2 = (e + %)

101402 j01=02 j92-01
=re 2 e 2 + e 2

[ - 6146
z1 + 29 = 2r cos <122> e

01 — 0, 01409 :
21 + 29 = 27 cos <2 €T et 2129 = reiitb2)

01 — 0 .
Ay2 2 1(01+62)
a? _ (Z1 + 22)2 a? reos ( 2 ) €

Or, par la question 3, BT Az donc b= PRI
2 6, —06
Ainsi, 8 eos? (A2
b 2
a? a?
On en déduit en particulier que n € R| De plus, 0 < n < 1. Comme a # 0, finalement :
2
a
— €0,1] |
-~ o,1]
1 2 2 2 _ 9 2
Calculons : 7 4+ = = 21 + 2_A + % = (21 +2) %2 (21 + 22) - 2.
VA z9 Z1 2179 Z1%9 Z122
1 a?
D Z+—==4——-2|
onc, + A b

2
a 1
Comme — est un réel, on en déduit en particulier que Z + - est un réel donc, par 1, il

ViGnt:‘ZGROU \Z\zl‘.

Si |Z| =1 alors on a bien : | |z1]| = |22| |

1
Supposons Z € R. Alors Z + 7 peut donc s’écrire f(Z).

2 2

1
Or, par 5a, f(2) = 2+ = 4% —2et % €10,1], donc f(Z) €] —2,2).

Par les variations de f dans la question 2, on en déduit que la seule possibilité est f(Z) = 2
et Z = 1. On obtient donc .

Remarque : On en déduit que |z1| = |22].
2




