PTSI2 — 2023/2024 Lycée La Martiniére-Monplaisir — Lyon

Correction du devoir surveillé 6.

1°) a)

b)

2°) a)

b)

Exercice 1

0 a O 000 000
N = 00 0]+{00O0]+[00 c|] /(abec)ecR?
000 0 00 0 00
010 0 01 0 00
=<a. |0 0 0f+b {0 0 0]+c |0 0 1] /(abc)eR?
0 00 0 00 0 00
010 0 01 0 00
—Vect [ {0 0 0], {00 0], [0 01
0 00 000 0 00
Donc | N est un sous-espace vectoriel de M3(R) |.
Soient (N, M) € N2
0 a b 0 o v
Il existe des réels a, b, c,a’, b, telsque N= |0 0 c|letM=|0 0 ¢ |].Calculons:
0 0O 0 0 O
0 a b 0 o vV 0 0 ad
NM=10 0 ¢ 0 0 =100 0
000 0 0 O 00 O
0 CL” b//
Ainsi NM = [0 0 | avecd”’ =" =0etd" =ac, doncm.
0 0 0
0 a b 0 0 ac
Soit N=|0 0 c| €N.Daprés le calcul de la question précédente, N2= [0 0 0
0 00 0 0 O
0 a b 0 0 ac
N3=NN2={0 0 c¢| [0 0 0] donc|N?=0|
0 00 0 0 O

La matrice nulle n’est pas dans U/, puisque les éléments de U sont des matrices dont tous les

coefficients diagonaux sont égaux a 1. Donc |U n’est pas un sous-espace vectoriel de M3(R) |.

Soient (A, B) € U?, il existe des matrices N et M de N telles que A =T+ N et B= I+ M.
Donc AB=(I+N)I+M)=1+ N+ M+ NM.

Comme N est stable par produit, NM € N'; et comme N est un sous-espace vectoriel de
M;3(R), il est stable par somme, donc N + M + NM € N.

Ainsi, AB € U. Donc ‘L{ est stable par produit.‘

Comme les matrices de U sont toutes triangulaires avec tous leurs coefficients diagonaux

non nuls (égaux a 1), elles sont toutes inversibles. Autrement dit, |4 C GL3(R)|.
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3°) a) Soit @ € R. Comme N est stable par produit, N> € /. Comme A est stable par combi-
naison linéaire (c’est un sous-espace vectoriel de M3(R)), aN + @N ZeN.

Comme U® =] +aN + %NQ, cela justifie que | U™ e U |.

b) Soit («a, ) € R2. calculons :

Uy® = (I Y Yk 1)]\/2) (1 + BN + —ﬁ(ﬁ; 1)N2)

2
—I+5N+—6(ﬂ2_ 1)N2+aN+oz5N2+cz—B<62_ Y s
+a(a—1)N2+a(a—l)ﬂN3+a(a—1)ﬁ(ﬁ—1)N4
2 2 2 2
:]—FBN—G—@NQ—FQN—{—Q/BNQ—F@NQ car N®> =0 et donc N* =0
:I+(Q+B)N+ﬁQ—B—l—QzB—l—&Q—@Ng
:]-i—(Oé—i-ﬁ)N—i— (a‘i‘ﬂ)(a‘{'ﬁ_l)]\ﬂ
2
U@y® = ylats) |
U(a):[+MavecM:aN+wN2 donc :
(U(a))(ﬂ) — [+ BM + 5(52_ 1>M2
2
:1+a5N+—O‘(O‘2_ 1)5N2+—6(62_ D <aN+—O‘(O‘2_ 1)N2>
— I+ afN + a(a2— 1)5]\72—1— 6(52— 1) <042N2—|—2a2(a2_ 1)]\73—1— 042(0422_ 1)2N4>

par la formule du binéme car N et N? commutent

:[+aﬁN+O‘B(a_l)+5(ﬁ_l)o‘2N2 car N3 = N* =0

2

_ 2.2

—1
:I—l—aﬁN—l—%Nz

(U(C“))(B) By S {C%)

c) Posons, pour tout n € N*, P, : U™ = U™,
1(1—-1
e UM =T4+1N+ ( )N2:1+N:U:U1,doncP1estvraie.

e Supposons P, vraie pour un n € N* fixé. D’apres la question précédente,

it — ) r@)
= U"U'  d’aprés Phypothése de récurrence, et parce que P, est vraie

— Un+1

Donc P, 1 est vraie.

e Conclusion : |pour tout n € N*, U™ = U |




d) Comme [ et N commutent, par la formule du binéme de Newton, pour tout n > 2,

U" = (I+N)" = i (Z) [k NH

k=0

2
:Z(Z)Nk car si k > 3, NF=0
k=0

n n n
— NO Nl N2
—1
— [ +nN+ %NZ

Par ailleurs, U’ =T et U = +0.N +

pour n = 0, également pour n = 1 comme vu a la question précédente (c’était P ).

0(0—1
g]\f 2 = ], donc le résultat est encore vrai

e) Ona:U(_l):I—N+wN2:[—N+N2.

Calculons : UV x U = (I -=N+N?)(I+N)=I+N—N —N?+ N2+ N? = [ (puisque
N3 =0). De méme, on trouve U x UY = [, donc |[U~! = U |

2
4°) a) D’apres la question 3, U = UM = UG+t = yRIyG) = (U(%)> , donc |C =U®)

convient.
1 2 0 0 2 0 0 0 —4
CommeU = |01 -2 =I+NaeN=[0 0 —2].OnaN2=[0 0 0
0 0 1 00 O 00 O
1 1) 01 0 00 2
donconobtient C =T+ -N+22__N2=74+[0 0 —-1|+1]0 0 O
2 2 00 0 00 0
11 3
Ainsi, |[C= [0 1 —1] vérifie C?2 =U|
00 1

b) Comme la matrice C' telle que C* = U proposée a la question 4a est unipotente, elle est
non nulle, donc C' # —C, et —C est une autre matrice solution, puisque (—C)* = C? = U.

Donc ‘il n’y a pas une unique solution a I’équation C? = U |.

Exercice 2

1°) On note, pour n € N, H,, : F,, € N.
* Hg et H; sont vraies.

% On suppose que H,, et H,,, sont vraies pour un rang n fixé dans N : F,, € Net F,,,; € N.
Foio = F,i1 + F, est élément de N comme somme de deux éléments de N.
Donc H, o est vraie.

% On a montré par récurrence double que : ‘Vn e N, F, e N|

o * AN Fn+1 Fn
2°) On pose, pour n € N* H, : A _<Fn Fn_l).

. (F K\ (1 1\ . 4 )
* Pourn=1: (F1 Fo) = (1 0) = A = A'. Donc H; est vrale.
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% On suppose H,, vraie pour un rang n fixé dans N*.

F, F, 11
n+1l __ n _ n+1 n
A = A xA—(Fn F)(l O)

_ Fn+1+Fn Fn+1 _ Fn+2 Fn+1
Fn+Fn—1 Fn Fn+1 Fn

Donc H, i est vraie.

% On a montré par récurrence que : |Vn € N*, A" = (F}H FF” ) .
n n—1
1 0 F  F
o 0_ 7 _ _ : 0 _ 1 0
3) A=1= (0 1). Donc, ‘en posant F_; = 1‘, on a bien AY = (Fo F1>‘

4°) a) Soit n € N;m € N,

F F F F F F
n+m __ An m n+m-+1 n+m _ n+1 n m—+1 m
A = A" A™ donc ( Fn+m Fn—l—m—l) B < Fn Fn—l) . ( Fm Fm—l) .

En considérant par exemple le coefficient d’indice (2, 1) : ‘Fn+m =F,Fha+ F. 1 F, ‘

b) Soit p € N. Fypi1 = Flpii)4p-
Onpose:n=p+1letm=p Onabienn € NetmeN.
Donc, par la question précédente : Fy, i = F2 ) + F.

De plus, par 1, Fj;; et F}, sont entiers.

Ainsi, |pour tout p € N, Fj, 11 est la somme de deux carrés d’entiers |.

Ezemple : On calcule les premiéres valeurs de la suite (F),).

n|0(1]2|3[4|5/6|7|[8]9]|10|11
FolO|1(12]3[5]8|13[21|34]55]89

89 = Fy = Fhysy1 done 89 = F2 + F2ie |89 = 8 + 57|,
F; F 2 1 11 10
) 2 3 2 2
5°) a) A —(F2 F1>_<1 1)—<1 O>+<O 1).DoncA =A+1|

b) SoitneN. A2=A+1. A" = (A?)"=(A+1)".

Or A et I commutent donc, par la formule du binéme de Newton :
n

A = i (Z) FULEESY (Z) AF)

k=0 k=0
R ST — (n Fo  Fy
A = .
. ( Fyy, F2n1) % <k> ( Fy  Fra

En évaluant par exemple le coefficient d’indice (2,1) : | Fy, = Z (n) Fy |

6°) a) On effectue 2 calculs :

(I —A)x(—A) = A+ A=A+ A+IT=1 en utilisant 5a
(—A)X(I—A):—A+A2:I

On en déduit que |1 — A est inversible et (I — A)™' = —A|
b) Soit n € N.

(I—A)I+A+A+ A =T4+A+ A+ A" — (A+ A%+ ...+ A",

Par téléscopage, | (I — A)(I + A+ A* + -+ A") =T — A"
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c) Soit n € N.

Comme I — A est inversible, en multipliant 1’égalité précédente a gauche par (I — A)~!:
IT+A+- -+ A= (I - A1 A,

Or (I — A)~' = —A par 6a donc ZAk = Al — A" = A"T2 _ A,

k=0
.~ (Fu1 F Fois Fopo 11
Ainsi, = _ .
kz; < Fr  Fra Fota Fon 10
En explicitant le coefficient d’indice (2,1) : Fp,=F,— 1}
k=0

Exercice 3

1°) Soit u = (z,y,2) € R®, v = (2',y,2)) e R}, X € R.

FAu+v) = fQe+2"  y+y, Az + 2)
=N+ + My +y+20z+2), e+ 2" y+ )
=Ne+y+22)+2 +y +22 e+ 2" y+y)
=Nz +y+22,2,9) + (@ +y +22,2,9)
= Af(u) + f(v)

Donc f est linéaire. De plus, f va de R® dans R? donc | f € L(R?) |

2°) Soit u = (z,y,2) € R?.

u € Kerf < f(z,y,2) =(0,0,0)

r+y+22=0
— qz=0
y=0

<= r=y=2=0

Donc [Ker(f) = {(0,0,0)} |. On en déduit que ‘ f est injective ‘
3°) a) Pour tout (z,y,2) € R3,

Py, 2) = f(f(2,y,2)) = flz +y+22,2,y)
=(r+y+2z+x+2y,x+y+2271)

f2,y,2) = (20 + 3y + 22,2+ y + 22, 1)
f(,y,2) = f(f(z,y,2))
f2(x,y,2) = (5o + 4y + 42,20 + 3y + 22,0+ y + 22)

b) Pour tout (z,y,2) € R3,

(f*+ f+2id)(z,y,2) = fP(z,y,2) + f(z,y,2) + 2(z,y, 2)
=2 +3y+2z,x+y+2z,2)+ (r+y+2z,2,y) + (22, 2y, 22)
= (br+4y+4z,2x+ 3y + 2z, x + y + 22)
- f3<x7y7 Z)7

donc | f3 = f2+ f+2id|.




4°) a)

¢) On en déduit que f3 — f? — f = 2id, ce qui peut s’écrire :
fo (%(fQ—f—id)) = (%(ﬂ—f—id)) of=id

On en tire que ’ f est bijective‘ et que | fTt=1(f2—f—id)|

g*=(f*+ f+id)o (f*+ f+id)
=fPofP+fofP+ ffoid+ fofP+ fof+ foid+ido f+idof+idoid
= 423432+ 2f +id
=(fP+fP+2f)+2(f*+ f+2d) +3f2+2f +id car f2= f2+ f +2id
= (f* 4 f +2id) + 6%+ 6f + 5id
=72+ 7f+7id

Ainsi |g* =Tg |

I, 1 .
ﬁg = ?g = p, donc ‘p est un projecteur ‘

c) Ona f3 = f2+ f+2id, donc g = f3 —id.
Ainsi, |pour tout (z,y,2) € R?, g(v,y,2) = (4 + 4y + 42,20 + 2y + 2z,2 + y + 2) |

b) p est un endomorphisme de R? et p* =

On sait que | p est la projection sur Im(p) parallélement a Ker(p) | Soit (z,y,2) € R? :

(z,y,2) € Ker(p) <= p(z,y,2) =0
— g(x,y,2) =0
— z+y+z=0

= r=-y—=z
Donc  Ker(p) = {(—y — 2,4,2) / (y,2) € R} = {y(—1,1,0) + 2(—1,0,1) / (y,2) € R*}
Ker(p) = Vect ((—1,1,0),(—=1,0,1))

rT+y+z

Pour tout (z,y,2) € R?, p(z,y,2) = —(4.2,1).
L?;H décrit R donc |Im(p) = Vect ((4,2,1)) |

d) g estla projection associée a p, autrement dit | la projection sur Ker(p) parallelement a Im(p) |

5°) a) poq=po (id—p) =p—p* donc |pog = 0] De méme, [gop=0]

f?=g+id =Tp+id donc | f> = 8p+ ¢/

b) On pose, pour tout n € N, H, : f3" = 8"p+q.
e f'=id, et 8+ ¢=p+q=id Donc Hy est vraie.
e On suppose H, vraie pour un rang n € N fixé.

f3(n+1) _ f3n+3 — f3n o f3
=@"p+a)oBp+q)
:8n+1p2+8np0q+8q0p+q2
=8"p+gq

Donc H, i est vraie.

e On a montré par récurrence que, | pour tout n € N, 3" = 8"p + q.
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1 8" 1 8" —1
c) SoitnEN.Commep:?getq:id—p,f3”:7g+id—?gdonc = - g +id]|.

6°) a) Pour tout n € N, X1 = (Tp13, Tna2, Tnt1) = (Tngo + Tpy1 + 220, Tnao, Ty
Donc, | X1 = f(X) |

b) Montrons par récurrence sur n que pour tout n € N, X,, = f"(Xp).
e C’est vrai au rang 0 car f° = id donc f°(Xj) = X,.
e Sicest vrai au rang n € N, alors X, 11 = f(X,,) = f (f"(Xo)) = [ (Xo).
e Conclusion : |pour tout n € N, X,, = f*(Xy)|.

c) On a donc, pour tout n € N :

(933n+2, T3n+1, $3n) = X3, = fsn(Xo)

8" —1 .
= g(x9, 21, x0) + id (22, 1, 20)

7
_8n_

7 (4$2 -+ 4I1 —+ 4$0, 2.732 -+ 2131 -+ 21’0, ) + il -+ .7}0) + (Ig, Z1, .To)

8 —1
T3n+2 = (4I2 -+ 4ZE1 + 4ZL‘0) + T
D’oit, pour tout n € N : | g1 = —— (29 + 221 + 210) + 11
8" —
T3n = 7 (1['2 + T + l’o) -+ Zo

Exercice 4

1°) Supposons que P soit solution de (%) et que a soit racine de P. Evaluons (x) en a + 1 :

P((la+1)*-1)=Pla+1—-1)Pla+1+1)= P(a)P(a+2) =0 car P(a) =0.

Ainsi | (a + 1)? — 1 est racine de P|.

De méme, en évaluant en a — 1, on trouve que | (a — 1)? — 1 est racine de P |.

2°) a) On suppose a > 0. On note, pour n € N, H,, : u,, > 0.
e On a ug = a > 0 par hypothése donc Hy est vraie.

e Supposons que H, est vraie pour pour un n € N fixé, alors u,, ;1 = u2 +2u,, > 0 comme
somme de deux réels strictement positifs. Donc H,, 1 est vraie.
e Conclusion : on a montré par récurrence que, ‘pour tout n € N, u,, > 0|

Pour tout n € N, w1 —u,, = ui + Uy, donc U, 1 — u, > 0 comme somme de deux réels
strictement positifs.

Donc la suite | (u,) est strictement croissante |.

b) Pour n € N, on pose H, : u, + 1= (a+1)*".
e Hjestvraiecarug+1=a+1=(a+1)%.
e Supposons H,, vraie pour un n € N fixé. On a alors

Un + 1= 02 4+ 20, + 1= (up + 1) = ((a+1)7) = (a+ 17"

Ainsi, H, 1 est vraie.

e On a montré par récurrence que, |pour tout n € N, u, +1 = (a + 1)*" |

3°) Supposons P solution de (*) et a racine de P. Posons, Vn € N : H,, : u, est racine de P.
e Hj est vraie par hypothése car uy = a.



e Supposons que H, soit vraie pour un n € N fixé.
Comme u,, est racine de P, en appliquant le résultat de la question 1, on a que (u,+1)*—1 =
ufl + 2u, = u,,1 est racine de P.

e Conclusion : |pour tout n € N, u,, est racine de P ‘

4°) a) Raisonnons par I'absurde : supposons que P admette au moins une racine réelle strictement
positive a. On définit la suite (u,) comme en question 2. D’aprés la question 3, tous les réels
u,, sont racines de P. Par ailleurs, comme uy = a > 0, la suite (u,,) est strictement croissante
par la question 2.a. Ainsi P admet une infinité de racines distinctes ; donc P est nul, donc
constant. Exclu par hypothése. Donc ‘P n’admet pas de racine strictement positive ‘

b) Si —1 était racine de P, alors, en utilisant la question 1, le réel (=1 —1)> =1 =3 > 0
serait également racine de P, ce qui est impossible d’aprés la question précédente.
Donc ‘ —1 n’est pas racine de P ‘

5°) a) D’apreés ce qui précéde, comme a est une racine complexe de P, les complexes u, définis
en question 2 sont des racines de P.
Puisque P est non constant, il est non nul, donc il n’a qu’un nombre fini de racines. Donc
la suite (u,) ne prend qu'un nombre fini de valeurs, donc (u, + 1) aussi, donc la suite réelle

(|un + 1|) aussi; ainsi | (v,) ne prend quun nombre fini de valeurs |.

b) Notons, pour tout n € N, w,, = A?".
SiA=1ou =0, la suite (w,) est constante donc non strictement monotone.
Supposons maintenant A # 0 et A # 1.
Wn+1 B )\2n+1
w, A
Comme 2" > 0,si A > 1, \*" > 1, et si A € ]0,1[, A" < 1.
Ainsi (wy,) est strictement croissante si A > 1 et strictement décroissante si A €]0, 1].

_ )\2n+172n _ A271

Pour tout n € N, w,, > 0, et

Finalement, ’ la suite est strictement monotone si et seulement si \ est différent de 0 et de 1 \

c) Reprenons la suite (v,) définie a la question a. D’aprés la question 2.b, pour tout n € N,
vp = |(a+1)*"| = A" avec A = |a + 1].
D’aprés la question précédente, si |a + 1| ¢ {0,1}, alors la suite (v,) est strictement
monotone, ce qui est exclu puisqu’elle prend seulement un nombre fini de valeurs d’aprés
la question a. On a donc nécessairement |a + 1| =1 ou |a + 1| = 0.
la+ 1| =0 <= a = —1, ce qui est exclu d’aprés la question 4.b.
Ainsion al|la+ 1| =1|

d) Comme P est non constant, P admet au moins une racine complexe; notons a une telle
racine. Ecrivons a sous forme algébrique : a = x + iy, avec x et y des réels.
D’aprés la question précédente, |a + 1| =1 et |a — 1| = 1, d’on, en passant au carré :
(z+1)2+y2=1 . ?+2r+1+y* =1 , [ 2*+22+y*=0
9 g ie. 9 9 d’ou
(x—=1)+y*=1 =2r+1+y°"=1 —4r =0
Ainsi 2 = 0 et donc 3? = 0, donc y = 0. Donc a = 0.
Ainsi, | la seule racine de P est 0].

6°) e D’aprés ce qui préceéde, Les polyndmes non constants vérifiant (x) sont des polyndmes
complexes n’admettant que 0 pour racine, donc de la forme aX* avec a # 0 et k € N*.
e Réciproquement, soit P un polynéme de la forme P = aX* avec a # 0 et k € N*.

P vérifie () <= a(X? - 1) =*(X — DX +1)F
— (XD =a (X =1)(X+1)* cara #0
= (X? - 1) =a(X?-1)*
<= 1=a car (X? —1)" n’est pas le polynome nul

e FEn conclusion, ’ensemble des polynémes non constants solutions de () est {X F ke N*} .




