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Correction du devoir surveillé 2.

Exercice 1

1°) Soit x € R.
Factorisons sin(z) + sin(3z) :
sin(x) + sin(3z) = sin(2z — ) + sin(2x + x)
= sin(2z) cos(z) — sin(x) cos(2x) + sin(2z) cos(x) + sin(z) cos(2z)

= 25sin(2x) cos(z)

sinz — v/3sin(2z) 4 sin(3z) = 0 <= 2sin(2z) cos(x) — V3sin(2z) = 0
> sin(2z)(2cos(x) —V3) =0
V3

<= sin(2z) =0 ou cos(zr) = —

2
< Jk € Z,2x = km ou cos(x) = cos <E>

6
— EIkEZ,x:%Toux:g+2kﬁoux:—%+2lm
) km w s
L’ensemble des solutions est : {7, a3 + 2k, ~% + 2k /k € Z} )

2°) Soit x € R.

2cos?r +sinz —1 =0 <= 2(1 —sin’z) +sinz —1=0
< 2sin’z —sinz —1=0
= 2X? - X —1=0en posant X =sinz

3 1-3 1

Le discriminant de ce trindme est A = 1+8 = 9 donc les racines sont + =1let 1 = —5
2 . . . 1
2cos°x +sinx — 1 =0 <= sin(z) =1 ou sin(x) = ~3

= EIkEZ,xzg—i—?/{moux:—%+2kwoux=—5§+2kﬁ

2
L’ensemble des solutions est : {2]€7T, —% + 2km, —% + 2k /k € Z} )




3°) Soit z € R.

(14 V2)sin®z + (V2 — 1) cos® z + sin(2z) = V2

sin?z — cos® z + V2(sin? x + cos? x) + sin(2z) = V2
— cos(27) + V2 + sin(2z) = V2

cos(2x) = sin(2x)

cos(2x) = cos (g - 2x>

rertee

HkEZ,Zx:g—Zx—l—leou 2x:2x—g+2k7r

-~
exclu

T  km
dkcZxz=—+—
€ L, 8+ 5

!

k
L’ensemble des solutions est : {g + ; Jk € Z} .

Exercice 2

1°) | Cet énoncé est vrail.

En effet : soit x € R. On pose a = 0,b = 0, ¢ = sinz. Alors, sinx = az?® + bx + c.

2°) | Cet énoncé est faux|.

En effet, raisonnons par I’absurde et supposons que I’énoncé est vrai.

On suppose ainsi : 3(a, b, c) € R® Vz € R, sinz = ax? + bx + .

a, b, c sont ici indépendants de z.

x> sinz et x — az? + bx + ¢ sont 3 fois dérivables sur R, et en dérivant 1'égalité 3 fois :

Vo € R,sin”(z) =0  ie. —cos(z) =0

Ceci est bien str exclu : la fonction cos n’est pas la fonction nulle.
Donc I’énoncé est faux.

3°) |Cet énoncé est vrai|

En effet : soit x € R. cos(2z) = 2cos?z — 1. Donc a = 2,b = 0,c¢ = —1 conviennent.

4°) | Cet énoncé est faux]|.

En effet, prouvons sa négation i.e. 3z € R, cos? x > cos x.
On pose : & = 7. Alors cos(x) = —1 et cos?(z) = 1 donc on a bien cos? x > cosz.

Exercice 3

1°) 0<n<n,0<n—-1<n, ...,0<n—k+1=n—(k—1) <n.
. / . / N )
e v, ~~
lere inégalité 2eme inégalité k—1+1=Fk eme inégalité

En multipliant membre & membre ces k£ inégalités a termes positifs, on obtient :
0<nn—-1)x---x(n—k+1) <n¥|

n n! Ilnn—-1)...(n—k+1)(n—Fk)! 1
(k:)_—k‘!(n—k)!—g = F) :En(n—l)...(n—k+1).
k> 2 donc k! = k(k —1)(k — 2)!.

(k—2)!>1et k(k—1) >0 donc k! > k(k —1).

2



Comme les termes sont strictement positifs, — <
Or0<nn—1)...(n—k+1) <nfFet0<

1
membre ces inégalités : 0 < En(n —1)...(n—k+1)<

Finalement " < n—k
I\Ek/) — k(k—1) '

2°) a) Soient a et b deux réels. Pour tout k£ € N\ {0, 1},
@ b alk—=1)+bk (a+bk—a
ko k—1 k(k—1)  k(k—1)

1 k—(k—1) 1 1)

. : b= . -1
Pour que a et b conviennent, il suffit que : { @+ 0 , 1.e. que { Z .

Aut ‘thode : Pour tout k£ € N\ {0, 1 = = _ =
( Autre méthode : Pour tout k € N\ {0, 1}, FE— D) kD) 1%

Ainsi, ‘en posant a =1et b= —1 ‘, on a:

1 a b

b)

5™
—~

™

I —_
—_
SN—

I
(]
VRS
ol

| —
—_

|
T =
~

p=2 k=2
1 1+1 1 1 1 N 1 1 N 1 1
1 2 2 3 3 4 n—-2 n—1 n—1 n
1 1 ) .
= - — — (somme telescoplque)
1 n
W) T
= K n

3°) D’apreés la formule du binéme :

(o) =2 ()
() (D2 ()

k

1~ n" 1 1
< 1+nﬁ+zm_’f (par 1, et car v > 0 pour tout k)
k=2




n

4°) Posons, pour tout n € N tel quen >2: H, : n <2x 32

n!
e Pourn=2:
22 4 0 )
N5 2 =2.3", donc H, est vraie.
e Soit n € N fixé. Supposons H,, vraie.
o (n + 1)n+1 .
Montrons que H,;, est vraie i.e. ————— <2 x 3" .
(n+1)!
(n+1)™  (n+1)"(n+1)
(n+1)!  (n+1)xn!
_(n+1)"
ol
" (n+1)"
nl oan
~n" (n4+1\"
~onl n
n 1 n
=2 (1 + —)
n! n
nn ) n"
< —|3 par la question précédente et car - >0
n! n!

<2x3"%x3par H,
<2x 3!

Ainsi H,, 1 est vraie.

. , ) n" _
e Conclusion : on a montré par récurrence que, | pour tout n > 2, - <2x 32
n!

Exercice 4

Partie 1 : Premiére méthode
2 _

x
1°) z — est dérivable sur R*, & valeurs dans R, et Arctan est dérivable sur R, donc par

. Pour tout z € R* :

composition, ‘ f est dérivable sur R*

) = 22.2x — (2% —1).2 1
(22)? 22 —1\°
L 2z
B 4a? — 202 4 2 1

(22)2  (22)2 + (22— 1)
(22)?

B 222 + 2

C4x? 4t — 22+ 1
2022 + 1)

x4t + 222+ 1

_2(2®+1)

“ Gy

2
['w) = 2 +1




2°) On remarque que pour tout x € R*, f/'(x) = 2 Arctan’(z).
Donc, pour tout z € R*, (f — 2 Arctan)’(z) = 0.
Comme R* est un intervalle, f — 2 Arctan est constante sur R :
3C, e R, Vo € RY, f(x) — 2 Arctan(z) = Ch.
T

En particulier, f(1) — 2 Arctan(1) = C} i.e. C; = Arctan(0) — 2% =3

De méme, pour tout x € R*, (f — 2 Arctan)’'(z) = 0, et comme R* est un intervalle :
30y, e R, Vo € R, f(x) — 2 Arctan(z) = Cb.
T

En particulier, f(—1) — 2 Arctan(—1) = Cy i.e. Cy = Arctan(0) — Q_TW =3

Ainsi, | f: R* — R
2 Arctan(x) — g siz>0

2 Arctan(x) + g six <0

3°) Calculons la limite de f en +oo a laide de I'expression de ’énoncé :

2
z©—1 x 1 s
= - — — — 400, et Arctan(X) — —, donc par composition de limites,
21 2 2r et ) o 3 P P
™
— =
f ZL’) r——+00 2

Calculons la limite de f en +oo a l'aide de I'expression de la question précédente, sur R7 :

f(z) = 2 Arctan(x) — T ol T_T | Le résultat est cohérent |,
2 x40 2 2 2

Calculons la limite de f en —oo a 'aide de I'expression de I’énoncé :

2
- —1 x 1 m
= - — — — —o00, et Arctan(X) — ——, donc par composition de limites,
2x 2 2r x——o00 X —00 2
T
— ——|
fl@) — =5

Calculons la limite de f en —oo & l'aide de I'expression de la question précédente, sur R* :
f(z) = 2 Arctan(x) + g — 2? + g = —g. | Le résultat est cohérent |
r——00

Partie 2 : Deuxiéme méthode

4°) a) Comme tan réalise une bijection de }—%, g[ sur R, et que Arctan en est la réciproque,
puisque z € R, on a, pour 6 € ]—%,g[ :

r = tan(f) <= 0 = Arctan(x).

Autrement dit, il existe un unique 6 € }—g,g[ tel que = = tan(f), et cet unique 6
est |§ = Arctan(x)|. Comme z € R* et que Arctan > 0 sur R, on peut affirmer que
0el0, 5[}




b) Calculons pour x # 1 :

1
c) Posons, pour tout ¢ € R*, g(t) = Arctan(t) + Arctan (;)

d)

f(z) = Arctan (

= Arctan

= Arctan

tan?(6) — 1
2 tan(0) )

I
2 tan(0)
tan?(0) — 1

1

~ 2tan(6)

1 — tan?(0)

f(2) = — Arctan (

tan(26)

car v # 1 et £ > 0 donc tan?(f) —1 =2 —1#0

1 . .
car Arctan est impaire

g est dérivable sur R* comme somme et composée de fonctions dérivables, et pour tout

t e R*:

1

g'(t)

1

1

1

1

- 2 12 N2 2 2 =
T+ 21 ()2 1+ 1+

Comme R* et R sont des intervalles, on en déduit que la fonction g est constante sur R*

et constante sur R :

Vit e R*_’_, g(t) = 04.
Or g(—1) = 2 Arctan(—1) = —g et g(1) =2 Arctan(1) = g Ainsi :

il existe des constantes Cj et Cy telles que : Vi € R* | g(t) = C5 et

1
Vit e R, Arctan(t) + Arctan (;)

m
2

1
; Vt e R, Arctan(t) + Arctan <Z>

0 < x < 1 et Arctan est strictement croissante donc Arctan(0) < Arctan(z) < Arctan(1)

Le. 0 <6< 7. Ainsi, 20 €]0, 5[]

Donc tan(26) € R?.

D’apres la question précédente, on a donc Arctan (tan(260)) 4+ Arctan (t
f(z) = Arctan (tan(20)) — —.

Comme 20 € |—Z, 2], on a méme f(z)

m
2

—920—- " e

2

1

an(26)

)

™

f(z) = 2 Arctan(z) — 3|

™
:—d
9 onc

. . . . T
Comme = > 1 et que Arctan est strictement croissante et minorée strictement par 5

Arctan(l) < Arctan(z) < g d'on 20 € | Z;7[.

Donc tan(260) € R*.

D’aprés la question ¢, Arctan (tan(26)) + Arctan (

donc f(z) = Arctan (tan(26)) + g

1

tan(260)

):_W

Comme tan est m-périodique, f(z) = Arctan (tan(20 — 7)) + g

Or 20 — 7 € |=%;0][ donc on obtient : f(z) = 29—7T+g

Ainsi, on a encore

f(z) = 2 Arctan(z) — ;T .

2

—29— T,

2




f) f(1) = Arctan(0) = 0, et 2 Arctan(1) — g = 2% - g = 0.
Dong, |pour z = 1 également, f(x) = 2 Arctan(z) — g )

5°) a) (R* est bien symétrique par rapport a 0).
Pour tout z € R*,

f(—z) = Arctan (%)

21
= Arctan (_m )

2x

2
= — Arctan (x

f(=x) = = f(z)

) car Arctan est impaire
x

Donc ‘ f est impaire ‘

T
b) D’aprés la question 4, pour tout x € R%, f(z) = 2 Arctan(x) — 5
Comme f est impaire, pour tout x € R* |

flz) = =f(==)
= — (2 Arctan(—z) — g) car —v € R’}

f(z) = 2 Arctan(x) + g car Arctan est impaire

Exercice 5

1°) a) Soit ¢t > 0.

t
Comme f est a valeurs dans R* , on a f(1) # 0, donc on peut poser z = ——

fy
On a alors t = z f(1).

On a bien montré : |Vt € Ry, Jo ¢ R, t =z f(1).

b) Soit t € R*.. Soit alors = un réel strictement positif tel que ¢ = 2 f(1). On a donc :

fof(t)=fof(zf(1))
= f(f(zf(1)))
= f(1f(x)) par la propriété (x) appliquée au couple (x,1)
=z f(1) par la propriété (%) appliquée au couple (1, )

fof(t)=t

c) Appliquons la propriété () avec x =1et y=1: f(1.f(1)) = 1.f(1).
Or f(f(1)) =1 d’aprés la question précédente, d’ou |1 = f(1)]|.

2°) a) Posons, pour tout n € N, P, : f(u") = u".
o uW=1et f(u®) = f(1) =1, donc P, est vraie.




e Soit n € N fixé. Supposons que P, vraie.
f@"™) = fuxu")
= f(ux f(u")) d’aprés 'hypothése de récurrence
= u" f(u) d’aprés (%) appliquée au couple (u, u™)
=u"f(zf(z))
=u" X zf(x) d’aprés (%) appliquée au couple (z,x)

=u" x u=u""

Donc P, est vraie.

e Conclusion : On a montré par récurrence que, | pour tout n € N, f(u™) = u™.

b) Par I'absurde, supposons que u < 1.

Comme z > 0 et f & valeurs dans R*, on a u = zf(z) > 0.
Ainsi, u €]0, 1. Alors u” — 0.

n—-+00
Or on sait que f(X) = +00, donc, par composition de limites, f(u") — +o0.
—

n—-+o0o
En utilisant la question précédente, cela s’écrit aussi v — +o0 : absurde.

n—-+00
Donc .

1
c) Soit n € N. Par la propriété (%) appliquée au couple (—, u”) :
u'ﬂ

ot () =1 | )]

1
=f {—nun} d’apreés la question a
U

= j(1)=1

1 1
D’ou | f (—) =—|
um un

d) On sait déja que u > 1. Supposons que u > 1.

1
Alors v — +o00. Donc — — 0.
n—+oo u" n—+oo

1
Or on sait que f(X) n ~+00, donc par composition de limites, f (—) T ~+00.
— u" ) n—+oo

En utilisant la question précédente, cela s’écrit aussi — —— o0 : absurde.

U n—+oo
Donc .
3°) e D’aprés ce qui précede : si f: Ri — RY vérifie () et (xx) et si & > 0, alors zf(z) = 1,
. 1
dou f(z) = —.
x
e Réciproquement la fonction f: R} — R7 est solution du probléme : elle est bien a

=
x
valeurs dans R* , on a f(x) — +00, et pour tous x > 0 et y >0 :
T—r

Ly
Fef ) = S5 = 71 = § = 9/(@)

Donc f vérifie (xx).

e Conclusion : |1l y a une unique fonction f : R% — R* vérifiant (x) et (*x) : c’est x — — |
x




