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Correction du devoir surveillé 1.

Exercice 1

3
1°) (1) est définie en z si et seulement si z # 2 donc elle est définie sur R\{2}.

Soit alors z € R\{2}.

x? — 4z +3
1 _— -1<0
(h) = 3—2x i -
24 —1)(3—-2
e = r+3+(xz—-1)3 x)SO
3—2x
24 3 —22%+ 5x — 3
— iy T+ 7+ 0T <0
3— 2z
-z’ +x
— —— <0
3—2x
(1l —x)
— ———= <0
3—2x —
. . x(l—x) . . . .
Le signe du quotient 3 _9s est le signe du produit z(1 — z)(3 — 2z) donc il suffit de faire
— 2z
un tableau de signes :
x —00 0 1 g +00
>8ne - 0 + + +
de
signe de n n 0 B B
1—=x
signe de B
3_ 9y + + + 0
signe de
z(l —x) - 0 + 0 - +
3—2x

3
Ainsi, |I’ensemble des solutions de (1;) est |—o0, 0] U [1, 5 [ :

2°) Soit x € R. (I3) est bien définie en x si et seulement si 2% — 2z > 0.

Or z? — 2z = x(x — 2), c’est un trindéme du second degré de racines 0 et 2. Le coefficient de
22 est positif donc 22 — 22 >0 < 2 <0ouz > 2.

Ainsi, (I3) est définie sur D =] — 00, 0] U [2, +00].
Soit maintenant x € D.

3 3
* On suppose x < 5 (alors x < 0 car x € D). Alors z est solution de (/3) car x — 3 < 0 et

Vaz —2x > 0.



3
* On suppose x > 3 (alors = > 2).

3
r——=2>0

3\ 2
([) <~ (x——) <a2?—2x car 2 —
2 Va2 —2x >0

<— x2—3x+§§x2—2x

9

— —-<z
e

9 9
Comme 1 > 2, on en déduit que |'ensemble des solutions de (/3) est |—o0, 0] U {Z, +00 { :

3°) (I3) est définie sur R
Soit x € R%. Posons X = In, alors ([3) <= X?+3X+2>0.
Le trinome du second degré X2 + 3X + 2 a pour discriminant A =9 —8 =1. A > 0.

. ) —-3-1 —3+1
Donc, il a deux racines : =—2et 5 = —1.
Comme le coefficient de X? est positif,
(I3) <= X< —-2o0uX>-1
<— Inz<—-2o0ulnx>-1
— < e 2oux > et car exp est strictement croissante

L’ensemble des solutions de (I3) est |0,e72] U [e™!, +oo[ |

Exercice 2

1°) Par composition et quotient de fonctions dérivables 1a o elles sont définies, f est dérivable
sur R’ , et pour tout x € R7,

a

b
In(b 1) —1 1) ——
o pr] n(bz + 1) — In(ax + )bx+1

(In(bx 4 1))?
(bx + 1) In(bz + 1) — b(ax + 1) In(az + 1)
(ax 4+ 1)(bx + 1)(In(bx + 1))?

fla) =2

2°) Par composée et produit de fonctions dérivables la ou elles sont définies, g est dérivable sur
R, et pour tout x € Ry,

g (z) =abln(bx + 1) + a(bx + 1)% —baln(ax + 1) — blax + 1)
x

=abln(bz + 1) + ab—baln(ax + 1) — ba
¢'(z) = ab(In(bz + 1) — In(az + 1))

ar + 1

Comme ab > 0, pour tout € Ry, ¢'(z) est du signe de In(bx 4+ 1) — In(az + 1).
Or b > a donc, pour tout = > 0, bx > ax, puis bxr +1 > ar +1 et In(bx + 1) > In(ax + 1) par
croissance de In.

Ainsi, pour tout x € R, ¢'(x) > 0. Comme R, est un intervalle, on en tire que g est croissante
sur R, .

Or ¢g(0) = aln(1) — bln(1) = 0, donc on a, |pour tout =z € Ry, g(x) > 0|




o o ey 9(@)

) Ve e Ry, fiw) = (ax + 1)(bx + 1)(In(bz + 1))
Le dénominateur est toujours strictement positif car si x > 0, axr +1 > 0et bz +1 > 0, et
car un carré de réel est toujours positif. Donc, comme ¢ est aussi positive, f’ est positive sur
I'intervalle ]0, +-00[. Donc | f est croissante sur R* |

<

S|
Q|

1 1
4°) 5 et — sont des éléments de U'intervalle |0, +00[, et comme 0 < a < b, on a

Par croissance de f sur cet intervalle, on a :

)

~
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Sall
VAN
~
N
SHE

+ |+ ~—

In(§ +1) < In(% 4 1)

ln(l—lj +1) — ln(g 1)

In(§ +1) < In(2)
In(2) ~ In(2+1)

b b
Or In(2) > 0 et In <— + 1) > 0 puisque — + 1 > 1. On en tire donc :
a a

In (% n 1) In (g + 1) < (In2)?

Exercice 3

1°) Pour tout x € R,

fl@)+ f(—z) =2+ In(4) + ﬁ —z+1n(4) + €_x2+ 1

(e +1)+(e"+1)

=2In(4) +2
(4) (e 4+ 1)(e®+1)
2 —x T
=2In(4) + gote e car e’e " =’ =1
2+e " e
=2In(4) + 2

On en tire que W =1+ 1In4.

Ainsi, si on note M le point de coordonnées (z, f(x)) et M’ le point de coordonnées (—zx, f(—x)),
le milieu du segment [M M’] a pour coordonnées (0,1 + In4) : c’est le point A.

Cela signifie que ’le point A est un centre de symétrie pour C. ‘

2°) Par somme et quotient, f est dérivable sur R, et pour tout x € R,

, —2¢” (e"+1)2 —2e" e +2e"+1—2e" e*+1
f (l’) =1 + T 2 = T 2 = T 2 = T 2°
(e* +1) (e +1) (e +1) (e +1)

Comme exp est positive, on constate que f’ est strictement positive sur R. Donc f est stric-

— 2, f(x) — —o0.

et + 1 z—-o0 T——00

— 0 — .
et + 1 2=+ ’ f(l’) T—+00 o0

tement croissante sur R. Comme

Comme



x —00 “+00

f'(@) +

f —oo/+oo

2
3°) e Pour tout z € R, f(:p)—(x+ln4+2):—+—2donc f(z)—(z+Ind4+2) — 0.
efE

1 T——00

Ainsi ‘la droite Dy d’équation y = x + In4 + 2 est asymptote a C en —oo. ‘

22" +1) —2¢°
Pour tout z € R, f(z) — ( +In4 +2) = - <0
our tout z f(x) — (z+1nd + 2) =1 |

Donc ‘C est toujours en dessous de Dl.‘

e Pour tout z € R, f(z) — (z +1n4) = donc f(z) — (x +1In4) — 0.

et +1 T—+00

Ainsi ‘la droite Dy d’équation y = z + In4 est asymptote a C en +o0. ‘

> 0.

2
Pour tout € R, f(z) — (x + In4) = 1
e

Donc ‘C est toujours au dessus de DQ.‘

4°) On a f'(0) = % ce qui permet d’avoir la pente de la tangente en A.
Y

Probléme

Partie 1 : Etude des fonctions c et s

1°) R est centré en 0.

Vr € R,
(1) = 5 = ()
2
5(—3:)—6 2—6 __"e€ 2—|—€ — ()

c est paire et s est impaire.‘




2°) Soith]R,c(x)—s(x):e —|—2€ - _26 =e ¥ >0 carexp >0

Ainsi, | pour tout x € R, ¢(z) > s(x)|.

3°) a) \c et s sont dérivables sur ]R\ comme combinaisons linéaires et composée de fonctions dé-

rivables.
Ve eR, d(z) = % = s(x) s'(z) = % = c(x).
Ainsi, | = set s =cl
b) Vz € R, §'(z) = c(z) = % donc §'(z) > 0.
x —00 0 +00
s'(x) +
+00
S /
—00
et — e~
s(r) = ———— — 4oocare® — 4ooete ™ — 0.
2 T—+00 T—r+00 r—+00

Par imparité s(r) — —oo.
T—r—00

c) Vz e R, d(z) = s(x).
On déduit le signe de s donc de ¢ par la question précédente puisque s(0) = 0 et s est
strictement croissante sur R.

Les limites aux bornes se calculent par opérations.

T —00 0 +00
d(z) — 0 +
+00 o0
c \ | /

Remarque : Vo € R, ¢(x) > 1.
4°) On pose, pour tout = € Ry, u(z) = s(z) — .
u est dérivable sur R et, pour tout x € Ry, u/(x) = ¢(x) — 1.
Or ¢(x) > 1 par la question précédente donc u est croissante sur R
Comme u(0) = 0, on en déduit que, pour tout = € R, u(z) > 0.

Ainsi, |pour tout z € Ry, s(x) > z|.

5°) On sait : Vo € R, ¢(x) > s(z).

On peut aussi remarquer que ¢(x) — s(x) - 0.
T—r+00

On précise les tangentes a 1’origine et on respecte la parité de c et 'imparité de s.
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6°) Soit x € R.
xT —X
c(x) =2 <= %:
— e'+e =4
1
= "+ —=4
e.T
e 4+ 1 — 4e”
= —— =0
61’
= 4" +1=0
= X?—-4X+1=0en posant X = e”

Le discriminant du trinome en X est A = 42 —4 = 12 = (2¢/3)2

4+ 2+/3
Les solutions en X sont : +—\/_ =2++3et2— 3. Ainsi,

(1) =2 <= X=2+V3ouX=2-3
— *=2+V3oue®*=2-+3

2++3>0etaussi 2—+3>0car4>3donc?2>+3.
Ainsi, par bijectivité de exp, c(z) =2 <= 2 =1In(2+v/3) ou z = In(2 — v/3).

L’ensemble des solutions de 1'équation c(z) = 2 est : {In(2 — v/3),In(2 +v/3)}|.

Remarque : Par parité de ¢, ces solutions sont opposées.

7°) R est un intervalle, s est continue et strictement croissante sur R.

Ainsi, s réalise une bijection de R dans l'intervalle | lim s(z), lirJqu s(z)[ i.e. de R dans R.
Tr——00 T—>+00

Ainsi, ‘3 est bijective de R dans R |.

8°) Quelques formule algébriques



a) Soit z € R.

6233 + 6—255 — Qete T

= 1
1 +
_€2x+e—2$_2+4
B 4
€2x+e—2r+2

4

B et +e” 2
N 2

b) Soit z € R.

c) Soit z € R,n e N.

On constate que, pour tout X € R, ¢(X) + s(X) = + = ¢X. Donc,

Partie 2 : Etude d’une autre

9°) Justifions que, pour tout = € R,

c(nx) + s(nx) = e
c(nz) + s(nzx) = (c(x) + s(x))"

fonction

Va2 +1+z2 > 0.

Soit z € R. 224+ 1 > 22 donc V22 + 1 > V2.

Or, Va2 = |z| et |z| > —z donc
‘ f est bien définie sur R. ‘

24+1> —xie Vz2+14+2>0.

10°) Quelques résultats sur la fonction f :
a) Soit z € R. Montrons que f(—x) = —f(x). Cela revient a : f(—xz) + f(z) = 0.

f(=z)+ f(z) =In(Va?+1—2x)+In(vVa? + 1+ )

Ainsi, ‘ f est impaire |.

=1In ((\/:172 +1—2x)(Va?2+1 —I—[E))
=In(2® + 1 — 2?)
=Inl=0



b) La fonction x + 22 + 1 est dérivable sur R, et & valeurs dans R* sur cet intervalle; et
+

X +— v/ X est dérivable sur R’ , donc par composition de fonctions dérivables, z +— v/ 4 1
est dérivable sur R.

Par somme avec x — x et composition avec In, fonctions qui sont dérivables sur leurs
domaines de définition respectifs, ‘ f est dérivable sur R ‘

Pour tout z € R,

2x

oy AL
\/T—I—l—i—x
x+\/m

- 2+ 1

a \/m—i-x

ron 1
fe) = 2?2 +1

11°) Soit z € R.

= In(v/c(z)? + s(z)) par 8a
— Inle(x)] + 5(2))
= In(c(z) + s(z)) car ¢(z) >0
= In(e")

fos(x)=x

12°) Une équation

a) s est bijective de R dans R par 7. V3 € R donc v/3 admet un unique antécédent zy dans
R. Cela revient & :

L’équation s(x) = v/3 admet une unique solution réelle .
b) s(xo) = v/3 donc f(s(z)) = f(v/3).

Or f o s(z¢) = xo par 11 donc z¢ = f(V/3).

Ainsi, 2o = In(v/3+ 14 v/3) ie. |29 = In(2 +V3) |

c) Soit z € R.

c(z) =2 <= c(x)* =4 car ¢(z) >0
— s(z)*+1=4 par 8a
— s(z)’=3
— s(z)=—V3ous(z) =3
— s(—z) =V3ous(z) =3 par imparité de s
<< —xr=2I90Uux=2g par 12a
— z=—In(2+3) ouz=1In(2+ V3)

Ainsi, | I'ensemble des solutions de I'équation c(z) = 2 est : {—In(2 +/3),In(2 + v/3)} |




