PTSI2 — 2023/2024 Lycée La Martiniére-Monplaisir — Lyon

Devoir surveillé 1.

Samedi 28 septembre 2023, de Th4s o 11h45.

L’usage de calculatrices est interdit

La présentation, la lisibilité et 'orthographe, ainsi que la rédaction, la clarté et la précision des raison-
nements, entreront pour une part importante dans l’appréciation des copies.

En particulier, les résultats non justifiés ne seront pas pris en compte. Il est demandé d o
de souligner les résultats, et de laisser une marge.

Dans un méme exercice ou probléeme, on pourra admettre les résultats des questions non résolues afin
de répondre aux questions suivantes. Les exercices ne sont pas classés par ordre de difficulté et peuvent
étre traités dans un ordre quelconque.



Exercice 1

Résoudre les inéquations suivantes :

o 22 — 4z +3
1°) (Il):ﬁé

2°) (Iz) :z— g < Vaz? —2x.
3°) (I3) : (Inz)? +3lnz +2 > 0.

1—=zx.

Exercice 2

Soient a et b deux réels tels que 0 < a < b.

Soit f la fonction définie par :
_ In(az+1)

1°) Justifier que f est dérivable sur R* puis calculer la dérivée de f.

2°) Soit g la fonction définie sur R par :
6(x) = abe + 1) In(be + 1) — blaz + 1) In(az +1).

Montrer que pour tout x € Ry, g(x) > 0.
3°) En déduire que f est croissante sur RY,.
4°) En déduire que :

In (% +1)In <Z + 1) < (In2)2.

Exercice 3

Soit f la fonction définie sur R par :

2

f(w):x+ln(4)+ex+1.

On note C sa courbe représentative dans un repére orthonormé du plan.

1°) Calculer, pour tout x réel, f(z) + f(—z).
Que peut-on en déduire pour le point A(0,1 4 In(4)) ?

2°) Dresser le tableau de variations de la fonction f, sans oublier le calcul des limites aux bornes.

3°) Déterminer les éventuelles asymptotes de la fonction, sans oublier de préciser la position de la
courbe par rapport & ses éventuelles asymptotes.
4°) Représenter 1'allure de la courbe C.

On pourra utiliser In4 ~ 1,4



Probléme

On pose, pour tout z € R :

Partie 1 : Etude des fonctions c et s

1°) Etudier les parités de c et s.
2°) Justifier que : Vx € R, ¢(x) > s(x).
3°) a) Justifier que c et s sont dérivables sur R et calculer leurs dérivées. Que remarque-t-on ?
b) Dresser le tableau de variations de s.
c) En déduire le tableau de variations de c.
4°) Justifier que, pour tout x € Ry, s(x) > x.
5°) Donner l'allure des courbes ¢ et s dans un méme repére orthonormé.
6°) Résoudre I’équation c(x) = 2.
Représenter graphiquement les solutions de I’équation sur le dessin de la question précédente.
7°) Justifier que s est bijective de R dans R.

8°) Quelques formule algébriques
Les 8 questions suivantes sont indépendantes.

a) Montrer que Vo € R, c(z)? = s(x)? + 1.
b) Montrer que : Vz € R, s(2z) = 2¢(z)s(z).

c) Sans faire de récurrence, justifier que, pour tous x € R, n € N, (¢(z)+s(x))" = c(nz)+s(nx).

Partie 2 : Etude d’une autre fonction

On note f:x — In(vVz?2 + 1+ x).
9°) Montrer que f est définie sur R.
10°) Quelques résultats sur la fonction f :

a) Montrer que f est impaire.
1
b) Justifier que f est dérivable sur R et montrer que, pour tout x € R, f/(z) = T
x* +

11°) En utilisant la question 8a, montrer que : Vx € R, f o s(x) = x.
12°) Une équation

a) Justifier que I'équation s(x) = v/3 admet une unique solution réelle. On la notera .

b) En utilisant la question 11, déterminer x.

c) Retrouver les solutions de I’équation c¢(x) = 2.
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