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Correction du devoir surveillé 8.

Exercice 1

1°) Soit t € RY. e!<ldoncl—e?*>0donct+1—et>0. Ainsi, ‘f est bien définie sur R |

1
2°) t+l—et = t+1—(1—t+o(t) = 2t+o(t) ~ 2t Ainsi,|f(t) ~ —|
t—0 0 0

t— t—

1 —t
3°) a) Par somme et quotient, f est dérivable sur RY, et pour tout ¢t > 0, f'(t) = (t+1+et)2 <0
—e

puisque e~ > 0.
Ainsi f est strictement décroissante sur lintervalle |0, +oo[, et elle y est continue. D’apreés le
théoréme de la bijection, f réalise une bijection de |0, 4oo[ sur f(]0,4+o0]).

1
C t) ~ —
omme f(?) t—0 2t
f est une bijection de R’ dans R .

, f(t) — 400, et par ailleurs f(t) — 0, donc f(]0,+o00[) =]0, +oo]. Ainsi
t—0 t—+o0

Soit n € N*. n € R donc n a un unique antécédent par f, autrement dit : ‘ 3!z, € R} tel que f(z,) =n ‘

b) Soit n € N*. n <n+1ie. f(x,) < f(znt1). Sion avait z,, < xp41, comme f est décroissante, on
aurait f(x,) > f(xn4+1), absurde. Donc z,, > zp41.

Ainsi, ‘ (xy,) est strictement décroissante. ‘

c) La suite (x,,) est décroissante et elle est minorée (par 0), donc . Notons ¢ sa limite.

Comme pour tout n € N*, x,, >0, on a £ > 0.

Si on avait £ > 0, alors f serait définie et continue en ¢, et on aurait f(z,) — f({), i.e.

n—+oo
no2 f(¢) € R : absurde.

Donc .

. 1 1
d) On sait que f(t) 3, o0 et o < 0, done f(@n) 5o
L . 1 . 1
Cela s’écrit aussin ~ —— doul|x, ~ —
n—+oo 2y n—+oo 2n

4°) Soit « > 0. La fonction ¢ — f(t) est continue sur l'intervalle R¥ donc sur le segment [z,2z] qui est
inclus dans R* . Donc F'(x) existe.

‘F existe sur R*

5°) Etude en +oo
a) Soit t € RY.
0<etlt<ldonc—-1<—e!<0.Donc,t<t+1—et<t+1.

1 1
Tous les termes sont strictement positifs donc Py < f(t) < 7l
. . 1 1
b) Soit z > 0. On a bien = < 2z, et pour tout ¢ € [z, 2z], 1 < f(t) < T
2x 1 2x 1
Par croissance de l'intégrale sur le segment [z, 2x], / 1 dt < F(z) < / n dt.
x T

2z
1 . (241
orL e = [In(je+ 1D = (2o + 1) le+D—Jn<$+1>

2x
aébhﬂmm?:Mm%mm:m@.



ie. — 2, donc In
z+1

20 + 1 2z 9] 20 +1 2¢ +1
$+1 r—4o00 I x—+00 x_|_1 T—+00

) — In(2) par continuité de In.
T——+00

Par le théoréme d’encadrement, | F'(z) — In(2) |
T—00

6°) Sens de variations
a) f est continue sur l'intervalle R donc admet une primitive H sur RY.
H est donc de classe C! sur R .
On a alors : Vo > 0, F(z) = H(2x) — H(z).
Donc F est de classe C! sur R% comme différence et composée de fonctions de classe ct.
De plus, on a pour tout x > 0 :

P/(s) = 21 (20) — H'(x) = 2f(20) — f(2)
2

2r+1l—e20 g+4l—e*

20 +2 -2 —2x —1+e 22

2x+1—e2)(z+1—e7)
1—2e% e 2

2x+1—e2)(x+1—e7)

(1— e
2x+1—e2)(x+1—e7)

Fl'(z) =

Ainsi, | pour tout = > 0, F'(z) = (1 — e ®)2f(2z) f(x) |.
b) f > 0 par la question 5a et, pour tout > 0,e~* # 1 donc pour tout = > 0, F'(x) > 0.

Comme R* est un intervalle, ‘F est strictement croissante sur R’

7°) Etude de F en 0

12
a) Ona:e? = 1—t+ — +o(t?). On en déduit :
t—0 2

. 1 1
f()tZO 2 t—0 2
tHl—l4t—to(t2) 20— +o(t?)
1
t-0 2t t
1-— Z—‘rO(t)

t t
Onpose X = —+0(t). X — 0. Ona X ~ — donc un o(X) est un o(t).
t t—0 t—0 4

—0 4
X o). Dou: f(t) = — (14 Ly o@)) done| £(1) = L1401
1—X X—0 oA ). ot t—0 2t 1° one 102t g AW
1
Donc azi et b= 3 conviennent |.

b) g est continue sur R} comme somme de fonctions continues.

1 1
Par la question précédente, g(t) 08 + o(1) donc ¢g(t) e gt
— —

Ainsi, g se prolonge par continuité en 0 en posant g(0) = 3

‘ On a prolongé g en une fonction continue sur R ‘

x
c) g est continue sur l'intervalle R donc, par le théoréme fondamental de 'analyse, G : z — / g(t)dt
0
est I'unique primitive de g s’annulant en 0.

G est dérivable sur Ry et G’ = g ie pour tout x € Ry, G'(x) = g(z).

1
Donc G'(x) Sost o(1).



Par primitivation, G(z) = G(0) + T4 o(z).

Comme G(0) =0, il vient : |G(z) = Th o(z) |

z—0 8
d) Vz >0,
2x 2x
F(w) = f)dt = / < + g(t)) dt
19‘ 2z 1 x?x
=3 / 7 dt + g(t)dt par linéarité de l'intégrale
1 xr T
= §[ln(lt|)]i +[G0))2
1
= E(ln(Qa:) —1In(x)) + G(2z) — G(x)
In2
F(z) = “7 +G(2¢) - Glx)
o In2 2z T . In2 =z
Ainsi, F(x) Seo o Tg T o(x) — st o(z). Finalement, | F'(z) o3 Tet o(x) |
In2 =z In2
e) F(z) vl + 3 + o(z) donc F(x) o
In2
On peut donc ‘prolonger F' par continuité en 0 ‘ en posant | F'(0) = HT .

Maintenant que F' est définie (et continue) en 0, l'existence d’un développement limité & 1'ordre

1 en 0 nous permet d’affirmer que ‘F est dérivable en 0‘, et grace au coefficient de x dans ce

développement limité, on obtient que | F/(0) = = |.

f) On sait déja que F est dérivable en 0 et que F est de classe C'! sur R .

1
Tout revient & savoir si F’ est continue en 0 ie F’(z) — F'(0) = -.
Tr—r

8
Pour tout z € RY, F'(z) = (1 — e ®)?f(2z) f(z) par 6a.

1 11 1
Par 2 ~ —d i 2r — 2 o dw o o 2
ar 2, f(z) 20 21 One, puisque v z—0 0, f(22) f(x) =0 4x 2z 1—0 812
D’autre part, —z — 0 donc e —1 ~ —z,donc1—e™® ~ z,dou (l—e*)? ~ 22
z—0 z—0 z—0 z—0

T

1 1
Finalement, F’(z) ~0 8 donc F'(z) — < ie F'(z) — F'(0).
z—

z—0 xz—0
F’ est donc continue en 0.

Finalement, | F' est de classe C! sur R.

Exercice 2

1 1
1°) Soit k € [1,n]. Yx(©2) = {0,1}. De plus P(Yy =1) = 5 (donc P(Y;, =0) = 5)

1
Donc | Y}, suit la loi de Bernoulli de paramétre i

n
N = Z Y. est une somme de n variables de Bernoulli indépendantes de méme paramétre 3
k=1

1 1
N suit la loi binomiale de paramétre n et 3" N~B <n, 2) .

Ainsi, [N(2) = [0,n] ] et, pour tout & € [0, n],| P(V = k) = <”> 1 (”) 1




2°)

3°)

4°)

5°)

6°)

7°)

Il y a deux cas : soit il y a au moins un gagnant et on a alors S = n. Soit il n’y a aucun gagnant et
on a alors S = 0. Donc ‘ S(Q) ={0,n} ‘

S = 0 ssi tous les joueurs sont perdants.

Autrement dit, (S=0)= (Y1 =0)N(Ya2=0)N---N (Y, =0).

Ainsi, P(S=0)=P(1 =0)Nn(Yo=0)Nn---N(Y, =0)) = P(Y1 =0)P(Y2=0)... P(Y, =0) par
indépendance des Y.

1
Finalement | P(S = 0) = on |

OrP(S=n)=1—-P(S=0)donc|P(S=n)=1——|

E(S)=0xP(S=0)+nx P(S=n). Donc E(S):n<1—21n>.

S = Z X}, donc, par linéarité de l'espérance, E(S) = Z E(X%).
k=1

k=1

Les roles de tous les joueurs étant symétriques, les X ont méme loi donc méme espérance.

. . PRRES 1
Ainsi, E(S) =nE(X1). Do, pour tout k € [1,n], | E(Xk) = E(X;)=1— o |

: . ) : . 1
Si un nouvel ami arrive, ’espérance du gain pour chaque joueur est : 1 — onil

1 1
n+1>n donc 2"t > 2™ d’'ou St <2—ndoncl—ﬁ>l—2—n.
Ainsi, ‘les joueurs ont intérét & avoir un ami qui arrive dans le groupe et parie avec eux. ‘
1

(X =0) = (Y =0) donc P(X}, =0) = P(Yy =0) donc, par 1, | P(X}, =0) = 1.

a) Sachant que (Y3 = 1), le joueur numéro k a gagné, N — 1 est donc le nombre de gagnants en ne
comptant par le joueur k :

N-1= Z Y, : somme de n — 1 variables de Bernoulli indépendantes de méme paramétre 3

1<i<n
i1#£k

Donc, |sachant que (Y; = 1), N — 1 suit la loi binomiale de paramétres n — 1 et 1.

b) Soit i € [1,n].
<Xk:%):(Yk:1)ﬂ(N:i) doncP(Xk:ﬁ):P(Yk:nm(N: ).

1

Par la formule des probabilités composées, P (Xk = E) = P(Y, = 1)Py,=)(N =1).
i
1

—1 1
De plus, Py, —1)(N =1) = Py,-n(N —1=i—1) = <n >2n_1 par la question précédente.

1—1
n n—1 1\"
D ,P(Xz—,)z ! )
one K ') <Z—1>(2>

Xk (Q) = {O,n, Z,...,nl,l} donc

n —

E(Xp) =0x P(Xp=0)+ Y %P(Xk = i)
=1

S )

i=1



8°) (X =n)N(X; =n) =0 donc P((Xy =n)N(X; =n)) =0.
En revanche, P(X} = n)P(X; =n) # 0 donc P((X =n) N (X =n)) # P(X; =n)P(X; =n).

Donc, ‘les variables X}, et X; ne sont pas indépendantes ‘

9°) a)

b)

Remarquons d’abord que (T = 0) = ﬂ (Zr =0).

k=1
Sachant (S = 0) i.e. sachant qu'’il n’y a eu aucun gagnant au premier match alors il n’y a aucun
argent misé et donc aucune somme d’argent a gagner : peu importe les paris faits, tous les Zj sont

nuls et on a nécessairement 7' = 0. Ainsi | Pg_o)(T'=0) = 1|

Sachant (S = n), il y a de l'argent en jeu, donc pour chaque k € {1,...,n}, Zx est nul si et
seulement si le joueur k£ a misé sur la mauvaise équipe; on en tire que les événements (Z; = 0)
sachant (S = n) sont indépendants et qu’ils sont tous de probabilité % Ainsi :

1 1

Pls=n) (Z1=0)N -0 (Z0 = 0)) = Pls=p)(21 =0) ... Fs=n)(Zn = 0) = 5 ... 5

: 1\"
1.e. P(S:n)(T = 0) = <2>

((S =0),(S =n)) forment un systéme complet d’événements donc, par la formule des probabilités
totales,

1 1
:2n—|—<1—2n>2n par 2 et 9a

T(Q)={0,n} donc P(IT'=n)=1-P(T'=0)=1-—

Or 1—i 2—1—L—|—Ldonc PT=n)=(1-— :
on - on—1 22n - - on )

E(T) = 0% P(T = 0) +n x P(T = n) donc E(T):n<11>2.

V(T) = E(T? — E(T)%.

1\2
Par la formule du transfert, E(T?) = 02 x P(T = 0) +n? x P(T = n) = n? <1 — > :




n n
10°) T = Z Zy, donc, par linéarité de 'espérance, E(T') = Z E(Zy).
k=1 k=1
Par symétrie des roles des joueurs, les Z;, ont toutes méme loi donc méme espérance.

1\2
Ainsi, E(T) = nE(Z1). Donc, pour tout k € [1,n],| E(Zy) = E(Z1) = <1 - 2n> :

Exercice 3

10) e Soit ) € R2n+1[X].
deg(Q(1 — X)) = deg(Q) x deg(1l — X) = deg(Q) < 2n+ 1, donc Q(1 — X) € Ropy1[X].
Or Ry, 41[X] est un sous-espace vectoriel de R[X] donc il est stable par combinaison linéaire, donc
un(Q) € Ropi1[X].
e Soient (P, Q) € Ry, 11[X]? et A € R,

1P+ Q) = 5 (AP +Q)(1 — X) + (AP +Q)(X))
= S (OWP(L= X) 4 QU1 — X) + AP(X) + Q(X)
= 23 (P(1 = X) + P(X)) + 5 QL= X) + QX)) = Aun(P) + un(Q)

Ainsi u,, est linéaire.
e En conclusion, ’un est donc un endomorphisme de Rg;,41[X] ‘
2°) Pour tout k € {0,...,2n + 1}, deg(Py) = k.
B est constituée de 2n + 2 polynomes de Ra,41[X], et justement dim(Rgp,4+1[X]) = 2n + 2. Comme
ces polyndmes sont non nuls de de degrés deux & deux distincts, ils forment par ailleurs une famille

libre de Rgy,+1[X]. Donc ‘B est une base de Ry, 41[X] ‘
3°) Soit k € {0,...,2n + 1},

A6 )
1 (-DF +1)

— - ((—1)’ka + Pk> - 5

9 k

Or, si k est pair, (—1)* +1 = 2, donc ’un(Pk) = Py, pour k pair ‘, et si k est impair, (—1)¥ +1 =0,

donc ‘un(Pk) = 0 pour k impair ‘

4°) Comme B est une base de Ro,,11[X],

Im(uy,) = Vect (un(FPo), un(P1), un(P2), un(Ps), ..., un(Popn), un(Pont1))
= Vect (Po, 0, PQ, 0, ey Pgn, 0)
= Vect (Po, PQ, ceey Pgn)

Comme (P, Pa, ..., Pay,) est extraite de B qui est libre, cette famille est libre. Comme elle est géné-

ratrice de Im(uy,), ‘ (Po, Po, ..., Pyy,) est une base de Im(uy,). ‘

5°) Comme la base de Im(u,) obtenue posséde n + 1 vecteurs, on en tire que dim(Im(uy)) =n + 1.
Or, par le théoréme du rang, dim(Roy,4+1[X]) = dim(Ker(u,)) + dim(Im(uy,)), d’ou dim(Ker(u,)) =
2n+2—-(n+1)=n+1
(P1, Ps, ..., Pyyy1) est une famille libre car extraite de B qui est libre, et par la question précédente, ses
éléments sont dans Ker(u,,). Comme elle est composée de n+ 1 vecteurs et que n+1 = dim(Ker(uy,)),

‘ (P, Ps,...,Py,y1) est une base de Ker(uy,). ‘




6°) Pour tout k£ € {0,2,...,2n}, uy oun(Pr) = up (un(Pg)) = un(Pr), et pour tout k € {1,3,...,2n+1},
Up, © Up (Pg) = U (un(Px)) = un,(0) = 0 par linéarité de u,, ce qui est bien égal & u, (Py).

Ainsi, pour tout k € {0,1,2,...,2n 4+ 1}, up 0 uy(Py) = up(Pg)-

Uy, © Uy, €t Uy, sont deux endomorphismes de Rap,41[X] qui coincident sur la base B de Rg,+1[X], donc
ils sont égaux : u, o uy = u,. Comme u, est linéaire, on en déduit que ‘ U, est une projection |

1
7°) e Soit Q € R[X], tel qu'il existe un polynéme impair tel que @ = R (X — 2). Calculons :

8°)

9°)

a)

b)

Ainsi, on a montré : P solution de (x) <= u(Q) = =.

w@ =1 (r(0-x0-1)+r(x-1))
(0(22) (r-2)

= <—R <X — ;) + R (X — ;)) car R impair
Ainsi, @ € Ker(u).

On a donc {R (X — %) / R € R[X], R polynéme impair} C Ker(u).

Réciproquement, supposons @ € Ker(u).

Il existe un entier n tel que @ € Ro,41[X], et alors u(Q) = u,(Q) ie. up(Q) = 0.

On a alors @ € Ker(uy,) = Vect(Py, Ps, ..., Papy1). Ainsi, il existe des réels aj, as, ..., as,41 tels

que Q@ = a1 (X_%)+a3(X—%)3+'“+a2n+1(X—%)2”“_
1

En posant R = a1 X + a3 X3 + - -+ + ag, 1 X?"!, R est un polynéme impair et Q = R <X — 2>.
On a donc l'inclusion réciproque.

1
Ainsi, |Ker(u) = {R <X — ) / R € R[X], R polynéme impair}.

Par (x), pour tout ¢t € R, P(sint) = 1 — P(cost).

Utilisons cette égalité en —t : comme sin(—t) = —sin(¢) et cos(—t) = cos(t), on obtient :
P(—sint) =1 — P(cost).

Ainsi, on a bien, ‘pour tout t € R, P(—sint) = P(sint) ‘

Lorsque ¢ décrit R, sin(¢) décrit [-1,1], donc on a : Vz € [-1,1], P(—x) = P(x), i.e. P(—x) —
P(z) =0.

Ainsi, tous les réels de [—1, 1] sont racines du polynéme P(—X) — P(X), ce qui fait une infi-
nité de racines. Donc il s’agit du polynéme nul : P(—X) — P(X) = 0 i.e. P(—X) = P(X),
‘P est un polynoéme pair. ‘

P solution de (x¥) <=Vt e R, P(cost)+ P(sint) =
= VteR, Q(cos’t) + Q(sin’t) = 1
= VteR, Q(1—sin?t) 4+ Q(sin’t) = 1

1
Si @ vérifie u(Q) = 2 alors 2u(Q) =1lie Q(1 — X))+ Q(X) =
Soit t € R. En évaluant en sin ¢, on obtient bien Q(1 — sin?t) + Q(sin?t) = 1.
1
Ainsi, u(Q) = 5= VteR, Q(1 —sin?t) + Q(sin’t) = 1.

Réciproquement, supposons que pour tout ¢ € R, Q(1—sin?t)+Q(sin?t) = 1. Comme sin? ¢ décrit
[0, 1] lorsque ¢ décrit R, on obtient que pour tout z € [0,1], Q(1 — z) + Q(x) — 1 = 0. Ainsi, le
polynome Q(1—X)+Q(X)—1 a une infinité de racines (tous les réels de [0, 1]) : c’est le polyndome

nul. Cela signifie bien que u(Q) = 7
1

2



10°) D’aprés les questions 7 et 8, 'ensemble des polynomes réels P vérifiant () sera :

1

{ax /@ erixt, w@ -3}

. 1 1/1 1
Soit @ € R[X]. Comme u <2) =3 (2 + 2> =3

u(@)%@u(@)—u(;) 0

1
= u (Q — 2> =0 par linéarité de u

= Q- % € Ker(u)

1 1
<= 3R € R[X] impair, Q—2:R<X—2>

1 1
<= 3R € R[X] impair, Q:2+R<X—2>

On a donc bien que 'ensemble des polynomes réels P vérifiant (k) est

1 1
{2 +R <X2 — 2) / R € R[X], R polynéome impair}

11°) En tant que fonction polynomiale, P, est dérivable sur R et pour tout € R, P (z) = k (z — %)kil
(car k > 0), donc :

(x— ;) Pl(z) — kPy(z) = <x— ;) k <w— ;)kl s <a:— ;)k 0.

Alinsi, ‘x — Pp(z) est solution de (E}j) sur R ‘

k
12°) Sur ]%,—l—oo[, (Ey) <= 9¢/(z) — I y(x) = 0.
2
C’est une équation différentielle linéaire d’ordre 1 homogéne.

k

Une primitive de z — ———— sur |4, +oo[ est z = —kIn(jz — 1]). Or 2 — > 0si z € |5, +00

r— L
2

donc une primitive est x — —klIn (x - %) sur cet intervalle.

On en tire que les solutions de (E}) sur ] %, 400 [ sont les fonctions de la forme x +— A exp (—i—k: In (x - %))

avec A € R, autrement dit les |z +— A (m — %)k avec A € R |

13°) x +— Py(z) est une fonction polynomiale, elle est solution de (Ej) sur R, et Py (%) = 1% =1, donc elle
est bien solution de (x).
Réciproquement, soit ¢ un polynoéme tel que x — Q(x) soit solution de (%) sur R.
Alors cette fonction est en particulier solution de (Ej) sur ]%, —i—oo[, donc il existe un réel A tel que
pour tout x € |3, +oo[, Q(z) = AP ().
CommeQ(%) zleth(%) =1l,onal=A\
Ainsi pour tout x € ]%, —I—OO[, Q(z) — Py(z) = 0, ce qui signifie que tous les réels de ]%,4—00[ sont
racines du polynome @) — Pg. Cela fait une infinité de racines, donc () — Py, est le polynéme nul. Ainsi,
Q = D
On a bien montré que ‘a: — Pp(z) est I'unique fonction polynomiale qui soit solution sur R de (x) ‘




