PTSI2 — 2024/2025 Lycée La Martiniére-Monplaisir — Lyon

Correction du devoir surveillé 7.

Exercice 1

u est un vecteur propre associé a la valeur propre A <= f(u) — Au =0

— (f = \id)(u) = 0

‘u est un vecteur propre associé a la valeur propre A <= w est dans Ker(f — \id) ‘

2°) Ker(f —Aid) NKer(f — pid) est un sous-espace vectoriel de R donc {0} C Ker(f — Aid) NKer(f — pid).
Soit u € Ker(f — Aid) N Ker(f — pid).
On a donc f(u) = Au et f(u) = pu.
D’ou Au = pu puis (A — p)u = 0. Comme A — p # 0, on en tire que u = 0.
Ainsi Ker(f — Aid) NKer(f — pid) C {0} et par double inclusion, ‘Ker(f —Aid) NKer(f — pid) = {0} ‘

3°)
A valeur propre de f <= Ju € R"\{0}, u € Ker(f — Aid) d’aprés la question 1
<= Ker(f — \id) # {0}
<= f — Aid non injectif
<= f — Aid non bijectif

car f — \id est un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie

‘)\ valeur propre de f <= det(f — \id) = 0‘

4°) Soit A € R. La matrice de f — \id dans la base C est D — AI,, donc :

A1 —A 0 0

0 da—2A 0 n
det(f — Nid) = det(D — \I,) = | . . =TI =N
k=1

0 An — A
D’aprés la question 3 : X valeur propre de f <= det(f — Aid) =0<= 3k € {1,...,n}, A= A

Ainsi, ‘les coeflicients diagonaux de D sont exactement les valeurs propres de f ‘
5°) Posons, pour tout k € N : Hy, : f*(u) = Mu.

o f9%u)=id(u) = u = A\u, donc Hy est vraie.

e Supposons Hj, vraie pour un k € N fixé.

) = £ (£5w) = F(Nu) par H
= X f(u) par linéarité de f

= Ny = Nty

Ainsi Hy41 est vraie.

e Conclusion : |pour tout k € N, f*(u) = Mu]|.

6°) Supposons que A soit valeur propre de p, notons u un vecteur propre associé.
D’aprés la question précédente, p?(u) = A?u. Or p est une projection donc p?(u) = p(u) = Au.
On en tire Au = A?u i.e. (A — A?)u = 0, et comme u est non nul par hypothése (définition d'un vecteur

propre), A — A% = 0 i.e. A(1 — \) = 0. Ainsi, ‘les seules valeurs propres éventuelles de p sont 0 et 1|




7°) Comme F' et G sont supplémentaires dans R"™, la réunion d’une base (fi,..., fr) de F' et d’une base
(g1,-..,9¢) de G (ces bases existent car ils ne sont pas réduits a {0}) forme une base C de R".
Comme p est la projection sur F' parallélement & G, pour tout ¢ € {1,...,r}, p(fi) = fi, et pour tout
je{l,....q} plg;) = 0.
Donc la matrice de p dans la base C est diagonale, avec r coefficients 1 puis ¢ coefficients 0 sur la

diagonale :
1 0 e 0
0
mat(p) = !
0
_—
0 0 0
Ainsi ‘ p est diagonalisable ‘
8°) A— 3= mBat(f — Aid) donc :
1—A 3 -3

det(f —Aid) =det(A—A3)=| 3 1-X -3

= 0 22— —=2-=-X Cy«—Cy+Cset Cy« C1+C3

=(-2-X20 1 -3 par linéarité par rapport & Cq et & Cy

0
1 -3 L3<—L3—L1
1

par développement par rapport a Cy

=24+N2(=2=2+3) =2+ N1 -))

D’aprés la question 3, on obtient que ‘les valeurs propres de f sont —2 et 1 ‘

0 3 -3
9°) mat(f —id)=A—I3= (3 0 -3, donc, pour (z,y, z) € R3,
B

3 3 —6

T 0

(z,y,2) e Ker(f —id) <= (A—-I3) [y | = {0

z 0

3y—3z=0

4 3r—-32=0
3x+3y—6z2=0
— { :21/; B (car dans le systéme précédent, Ly = Ly + Lg)

Donc Ker(f —id) = {(z,2,2) / z € R} = Vect((1,1,1)). La famille ((1,1,1)) est donc génératrice de
Ker(f—id), et elle est libre car composée d’un vecteur non nul. ‘ ((1,1,1)) est donc une base de Ker(f —id) ‘

3 3 -3
De méme, mBat(f +2id)=A+2l3=[3 3 -3, donc, pour (z,y,z) € R3,
3 3 -3

(r,y,2) € Ker(f +2id) <= 32+3y—32=0<=z=zx+y



10°)

11°)

12°)

13°)

14°)

15°)

Donc Ker(f —id) = {(z,y,z +vy) / (z,y) € R?} = Vect((1,0,1),(0,1,1)). La famille ((1,0,1),(0,1,1))
est donc génératrice de Ker(f — id), et elle est libre car composée de deux vecteurs non colinéaires.
‘ ((1,0,1),(0,1,1)) est donc une base de Ker(f + 2id) ‘

Ainsi, dim(Ker(f —id)) = 1 et dim(Ker(f + 2id)) = 2.

Donc dim(Ker(f —id)) + dim(Ker(f + 2id)) = 3 = dim(R?).

Par ailleurs, d’aprés la question 2, Ker(f —id) N Ker(f + 2id) = {0}.

On en déduit que |R? = Ker(f — id) @ Ker(f + 2id).

Posons e; = (1,1,1), ea = (1,0,1) et e3 = (0,1,1). C = (eq, ea, e3) est une base de R3 car c’est la réunion
de bases de deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans R?. Comme e; € Ker(f —id), on sait que
f(e1) = e1. De méme, f(e2) = —2eq et f(e3) = —2e3, d’ou :

1 0 0
mcat(f) =10 -2 0
0 0 -2
a) Soit (o, ) € R?, supposons que ae; + Beg = 0.
Si on avait « # 0, on pourrait écrire g1 = —EEQ. Comme €7 € Ker(f — A1id) et g2 € Ker(f — Aqid),

@
on obtient que le vecteur £ est dans Ker(f — A;id) N Ker(f — A2id), or d’aprés la question 2, c’est
{0}. Contradiction : par définition d’un vecteur propre, £; est non nul.

Donc a = 0, et donc Beo = 0. Comme €9 # 0, on en tire 5 = 0.

On a bien montré que ‘ (e1,€2) est libre. ‘

b) Supposons par absurde qu’il existe des réels « et (3 tels que e3 = ae; + fSea.
Appliquons f a cette égalité : comme f est linéaire et que pour tout i € {1,2,3}, f(g;) = A&y, on
obtient A\zeg = aAie1 + BAges.
En remplacant 3 par son expression en fonction de €1 et €9, on en tire :

Azaeq + Azfeg = alier + PAaeg d’out (A3 — )\1)(151 + (A3 — )\2),382 =0.

Mais (g1,e2) est libre donc ceci implique que (A3 — A)a = 0 et (A3 — X2)8 =0, dota=0=0
puisque les A; sont deux & deux distinctes.

D’oit €3 = 0 : absurde car c’est un vecteur propre.

Ainsi, €3 n’est pas combinaison linéaire de €1 et es.

Comme (e1,¢£2) est libre, on en tire que (1, 2,€3) est libre également.

Comme dim(R3) = 3, | (¢1,€2,3) est méme une base de R3 |.

Notons C la base (e1,€2,£3) de R3.

A0 0
Comme pour chaque i € {1,2,3}, f(e;) = A\ics, mcat(f) =0 X 0 |.Donc ‘ f est diagonalisable |.
0 0 A3

f3 = —f donc det(f3) = det(—f) = (—1)3det(f) (car dim(R?) = 3).
Par ailleurs, det(f?) = det(f). Ainsi, det(f)? = —det(f), donc det(f) (det(f)*+ 1) = 0.
Comme det(f) est un réel, det(f)? 4+ 1 # 0 donc W.

On peut en déduire que ‘ f n’est pas bijective ‘, ou bien (c’est équivalent) que ‘0 est valeur propre de f ‘

Supposons par I’absurde que f soit diagonalisable. Notons C une base telle que D = mcat( f) soit diagonale,

A1 0 0
notons D= | 0 Ay 0 | avec A1, A9, A3 des réels.
0 0 As
A0 0 -1 0 0
mcat(f3) =D3et f2=—fdoncD>=-D,ie. [0 A 0= 0 —X2 0
0 O )\g 0 0 —X3

On en tire que pour tout i € {1,2,3}, A3 = —\;, donc \;(A\? + 1) = 0. A nouveau, comme il s’agit de
réels, on obtient que A\ = Ay = A3 = 0.
Donc D est la matrice nulle, i.e. f est 'endomorphisme nul de R? : contradiction avec I’énoncé.

Ainsi, ‘ f n’est pas diagonalisable ‘




16°) a)

b)

d)

1°) a)

b)

D’apreés le théoréme du rang, dim(Ker(f)) + dim(Im(f)) = 3.
Comme Ker(f) et Im(f) sont des sous-espaces vectoriels de R?, {0} C Ker(f) N Im(f).

Soit v € Ker(f) NIm(f). Alors f(v) = 0, et il existe un vecteur w € R3 tel que v = f(w). En
appliquant f & cette égalité, on obtient 0 = f2(w). Appliquons f une deuxiéme fois : comme f est
linéaire, on obtient 0 = f3(w). Mais f2 = —f donc 0 = — f(w), i.e. v = f(w) = 0.

Ainsi, Ker(f) NIm(f) C {0}, et méme Ker(f) NIm(f) = {0} par double inclusion.

Conclusion : |R?® = Ker(f) @ Im(f) |
Soient (a, 8) € R?, supposons que af(u) + Bf2(u) =0 : (x).

Appliquons f & cette égalité : comme f est linéaire, on obtient af?(u) + Bf3(u) = 0.

De plus f3 = —f d’ott =8f(u) + af?(u) =0 : (x*).

Multiplions (%) par a et (x*) par —f, et additionnons : il reste (a? 4+ 52)f(u) = 0.

Comme f(u) # 0, on en tire a? + 5% = 0.

Or « et 3 sont des réels, donc o? et 32 sont deux nombres positifs, d’ott o2 = 2 = 0 puis o = 8 = 0.

On a bien montré que | (f(u), f?(u)) est libre |

(f(u), f2(u)) est une famille libre de deux vecteurs de Im(f), donc dim(Im(f)) > 2.

Si on avait dim(Im(f)) = 3, on aurait Im(f) = R? (puisque Im(f) est un sous-espace vectoriel de R?
qui est lui-méme de dimension 3). Mais alors f serait surjective et méme bijective puisque c’est un
endomorphisme de R3 qui est de dimension finie : contradiction avec la question 14.

Donc dim(Im(f)) = 2, et puisque (f(u), f2(u)) est une famille libre de 2 vecteurs de Im(f),
‘c’est une base de Im(f) ‘

On sait que (f(u), f2(u)) est une base de Im(f), donc dim(Im(f)) = 2, et donc dim(Ker(f)) = 1 par
le théoréme du rang. Notons (e1) une base de Ker(f). Notons également es = f(u) et e3 = f2(u).

Comme Ker(f) et Im(f) sont supplémentaires dans R? la réunion (e1, ez, e3) de ces deux bases forme
une base C de R3.

On sait que e; € Ker(f) donc f(e;) =0.
Flex) = () = £2() = es; ot fles) = F(F2(u)) = F(u) = —F(u) = —es.

0 0 O
On a donc bien |mat(f) =0 0 -1
¢ 01 0

Exercice 2

Donnons une méthode permettant d’obtenir une et une seule fois un code de Ej :

— Choix des quatre chiffres, autrement dit choix d’une 4-liste de ’ensemble des 9 chiffres {1,2,...,9}:
9% possibilités.

— Choix des deux lettres, autrement dit choix d’un 2-arrangement de l’ensemble des 3 lettres
{A, B,C} : 3 x 2 possibilités.

Donc |card (F;) = 9 x 3 x 2|

Notons U I’ensemble des codes ol le chiffre 1 est utilisé au moins une fois. B
U est alors I’ensemble des codes de F ou le chiffre 1 n’apparait pas. Un code de U s’obtient comme
un Coge de E; sauf qu’on choisit les chiffres dans 'ensemble {2,3,...,9} qui n’a que 8 éléments, donc
card(U) = 8* x 3 x 2.

On a card(U) = card(E;) — card(U), donc |card(U) = 9% x 3 x 2 — 8% x 3 x 2|,

Si trois chiffres sont utilisés alors un de ces trois chiffres apparait exactement deux fois et les deux

autres, exactement une fois.

Donnons une méthode permettant d’obtenir une et une seule fois un code convenable :

— Choix du chiffre utilisé deux fois : 9 possibilités.

— Choix des deux positions occupées par ce chiffre parmi les 4 emplacements possibles : cela revient
& choisir une 2-combinaison d’un ensemble & 4 éléments, (3) possibilités.



2°) a)

b)

3°) a)

b)

— Choix de deux autres chiffres sur les deux emplacements restants : cela revient & choisir un 2-
|

i 8 e
arrangement de l’ensemble des 8 chiffres restants, = 8 X 7 possibilités.

8—2)!

— Choix des deux lettres : 3 x 2 possibilités.

Ainsi, | il y a 9 X (‘21) X 8 X 7 x 3 X 2 codes ou 3 chiffres exactement sont utilisés |.

Donnons une méthode permettant d’obtenir une et une seule fois un code de Fs :

9! 9!
— Choix des trois chiffres, qui forment un 3-arrangement de {1,2,...,9} : W =Gl possibilités.
— Choix des trois lettres, qui forment une 3-liste de ’'ensemble {A, B, C} : 33 possibilités.
9!
Donc |card (Eq) = o = 33,

L’ensemble M des codes recherchés est la réunion disjointe de I et P, ott I est 'ensemble des codes
ou les chiffres sont tous impairs, et P ’ensemble des codes ou les chiffres sont tous pairs.

On aura donc card(M) = card(I) + card(P).

Un code de I est formé d'un 3-arrangement de {1,3,5,7,9} et d'une 3-liste de {A, B,C}, donc

5! P L
card(I) = 5-3) x 3 :ax?) .

De méme, comme il y a 4 chiffres pairs sur le digicode, card(P) = x 33 = 4! x 33,

5!
~ 2
Donnons une méthode permettant d’obtenir une et une seule fois un code convenable :
— Choix de 3 chiffres parmi les 9 disponibles, autrement dit choix d’une 3-combinaison de I’ensemble
des chiffres : (g) possibilités.
— On ordonne ces chiffres dans I'ordre strictement décroissant : 1 possibilité.
— Choix des 3 lettres : 33 possibilités.

Ainsi | card(M) x 33 441 x 33|,

Donc| ily a (g) x 33 codes ot les quatre chiffres sont dans 'ordre décroissant |.

Notons E ’ensemble des codes possibles. Le nombre k de chiffres utilisés peut varier de 1 & 5, puisqu’on
veut au moins une lettre et au moins un chiffre.

5
En notant C} le nombre de codes avec exactement k chiffres, on a donc : £ = U C.
k=1
5
Les C}, sont deux a deux disjoints donc card(E) = Z card(Cy).
k=1
Fixons k € {1,...,5}, choisir un élément de C} revient & choisir une k-liste de {1,...,9} puis une
(6 — k)-liste de {A, B,C}, donc card(Cy) = 9% x 367F.
5
Ainsi |card(E) = Y 9% x 357F|
k=1
5 9k’ 5 9 k 5
— 6 __ a6 __ Q7 k—1
card(E) = Y350 =303 (3) —57y 3
k=1 k=1 k=1
4 .
=37 Z 3" (changement d’indice i = k — 1)
=0
1-3°
=37 3 (car 3 # 1)
37(3° - 1)

card(F) =

2




Exercice 3

1°) % Soit P € Ry[X]. f(P) = % [P <)2(> +P <X+ 1)] f(P) est bien un polynome.

7)) < e aos (2 (X)) e (X“)))
o (2) <255 -

Donc f(P) € Ry[X].
Ainsi, ‘ f est bien a valeurs dans Ry[X] ‘

T [(pr) ()2(>+()\P+Q (X;Llﬂ
S ()e(3)on () e (5
[ (3) e r ()] 3 e (3) re (5]

=Af(P)+ f(Q)

fOP+Q) =

l\')\i—l N)\»a

>

Donc, | f est linéaire|.

2°) Soit (P,Q) € Ry[X]? et A € R.
P(AP + Q) = (AP + Q)(1) = AP(1) + Q(1) = Ap(P) + ¢(Q).

1

3°) f(1) =
1/X X+1 1 1 1
X)=-|—-+—|=-2X+1)=-+-X
F(X) 2(2+ 2> 4( +1) 4+2
X2 (X +1)? 1 11 1
X2 ) =o(2X? 42X + 1) = -+ - X + - X2
JX5) = 2<4+ 4 > gEXTAH2XAD =g+ X+
Ainsi, la matrice de f dans B est :
1 1 1
i 9
A=10 3 5
00 %

4°) A est triangulaire supérieure a coefficients diagonaux tous non nuls donc A est inversible.

On en déduit que : ‘f est bijective ‘
5°) Soit P =a+ bX + cX? € Ry[X].

P e Ker(p) <= ¢(P)=0
< P(1)=0
= a+b+c=0
<~ a=-b—-c
<~

P=-b—c+bX +cX?
Donc Ker(p) = {—b—c+bX +cX?/(b,c) € R?} = {b(—=1+ X) + (=1 + X?)/(b,c) € R?}.
Ainsi, Ker(¢) = Vect(—1 + X, —1 + X?).

La famille (—1 + X, —1 + X?) est une famille génératrice de Ker(¢). De plus, les 2 polynémes ne sont
pas colinéaires donc forment une famille libre.

Ainsi, |la famille (=14 X, —1 4+ X?) est une base de Ker(y)|.
On en déduit que ‘dim (Ker(p)) =2 ‘




Autre méthode :
Soit P € Ro[X].

P e Ker(p) < (X -1)|P
— JQ eRX], P=(X-1)Q
< J(a,b) €R? P= (X —1)(aX +b)
< J(a,b) €R* P=aX(X —1)+b(X —1)
On en tire de facon similaire que (X (X — 1), X — 1) est une base de Ker(y¢) et que dim (Ker(y)) = 2.

6°) Ker(y) # {0} donc ‘ ¢ n’est pas injective ‘
Im(¢) C R. Donc dim(Im(p)) < dim(R) i.e. dim(Im(p)) < 1.
Pour P = X, on a P(1) =1 # 0 donc Im(p) # {0}. Ainsi, dim(Im(y)) > 1.
On en déduit que dim (Im(p)) =1 (on aurait pu aussi utiliser le théoréme du rang.)
Im(¢) C R et dim(Im(p)) = dim(R) donc Im(p) = R. Ainsi,
Autre méthode : Soit y € R. On pose P = yX. Alors P € Ro[X] et ¢(P) =y.
Donc ¢ est surjective.

( est surjective ‘

7°) La famille B’ est une famille de polynémes non nuls, échelonnée en degrés donc B’ est libre dans Ro[X].
De plus, elle a 3 éléments et 3 = dim(R2[X]) donc ’ B’ est une base de Ra[X] ‘

8°) f(Pi)= f(1) = 5(1+1) = 1 done f(P) = Pt

Comme A est la matrice de f dans la base canonique, calculer f(P) ot P = a + bX + cX? revient a

a
calculer A [ b
c
11 % 1 3 A )
e P,=1-2X,donconcalcule: [0 5 2|=(-1|= B —2|. Donc f(P) = §P2.
00 3 0 0 0
1 1 % 1 ) : A 1
e P3=1-6X+6X2, doncon calcule : |0 % I -6 = —% =—| —6].Donc f(P3) = —Ps.
i 3 4 4
0 0 5 6 5 6
1 00
On en déduit que la matrice de f dans la base B’ est : |D = [0 % 0
00 1
1 1 1
9°) Par lecture des coordonnées des éléments de B’ dans la base B, on obtient : |Q = [0 —2 —6
0 0 6
Remarque : comme () est une matrice de passage, on sait que @) est inversible.
11 1 100
0 -2 —6 010
0 6 0 01
1 11 Lo 1 0 0
01 3 22 R 0 -1 0
00 1 3% 0 0 1}
LY Ly Ly~ Ly Lo
0 10 Ly <+ Ly — 3L 0 =5 2
00 1 2 2 3 0 0 %
100 1 % %
01 0 Li+ Li— Lo 0 —% —%
0 01 0 0 %
L5 3
Ainsi|Q7'=[0 -3 -1
0 0 &




10°) A= mg}t(f), donc par une formule du changement de bases, rrllsz/it(f) = Q1AQ, donc A =QDQ L.
On pose, pour n € N, H,, : A" = QD"Q .
* Hj est vraie car QD°Q' = QQ ! = I3 = AY.
% Soit n € N fixé. On suppose que H, est vraie.

ATl — An A
=QD"Q™'QDQ™!
— QDn—HQ—l
Donc H, 41 est vraie.

* On a montré par récurrence que : Vn € N, A = QD"Q L.

11 1 1 0o o\ /1 % 3
Vn € N, A"=(0 -2 —6] [0 & O o -1 -1
00 6/\0 0 4/ \0 0 ¢
1 1 11
! > T ! 33
Il S G I R R
o o S)\o o 1
1 11 1 1
" 1 5_12n+1 §_21n+1 +16><4”
Donc |A" = [0 5 ¥
0 0 L
11°) Soit n € Net P =a+ bX + cX? avec (a,b,c) € R3. Calculer f*(P) revient a calculer A"

1 1 1

L5 —zm 37 o +16><14" a n
n —_ —
c 0 0 = ¢ Cn
en notant :
1 1 1 1 1
=\ "5 )0\ T T )€
b 1 1
bn:27+ 27—47 C
c
Cn:47
On a alors, | f*(P) = ap + b, X + enX?|.
12°) Soit n € Net P =a+ bX + cX? avec (a,b,c) € R3.
P(f*(P)) = @(an + bu X + ¢u X?) = an + by + cn.
1 1 1 1 1 1 1
¢<f"<P>>‘a+<2+zn‘w)b+<3 on il 6><4">C

b ¢

n . 4 : . n e =

Comme ¢ n_>—+>000 si |g| < 1, on en déduit que : o(f™(P)) e + 3
! ! 2 #! b oc
D’autre part,/ P(t)dt—/ (a+bt+ct?)dt = |lat + b= +c—=| =a+ -+ -.
A A 2 "%, 273

Donc,

lim o(f"(P))

n—-+00

/01 P(t)dt|.




