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Correction du devoir surveillé 6.

Exercice 1

1°) Soit (A, B) € (M,(R))? et A € R. On note A = (a;;) et B = (b; ;).

n

Tr(AMA + B) =Y _(Aai; + biy)

=1

n n
= A Z ai i+ Z bi i
i=1 i=1

= )\T;(A) + Tr(B)

Ainsi, ‘Tr est linéaire ‘

Comme Tr est & valeurs dans R, c’est une ‘forme linéaire sur M,,(R) ‘

2°) Soient (M, N) € (M,(R))? et A € R.

fOAM + N) =Tr(A). AAM + N) — Tr(AM + N).A

Tr(A)AM + Tr(A).N — (A\Tr(M) + Tr(N)).A  car Tr linéaire et par propriétés de + et .
(Tr(A).M — Tr(M)A) 4+ Tr(A).N — Tr(N).A

fM) + f(N)

Donc f est linéaire.

De plus, pour tout M € M, (R), Tr(A)M € M, (R) et Tr(M)A € M, (R) puisque Tr(A) et Tr(M) sont
des réels, et donc f(M) € M, (R).

Ainsi, ‘ f est un endomorphisme de M, (R) ‘

— =

A
A

3°) ‘Tr(A) =141 =2, c’est bien non nul ‘

4°) Soit M — (‘C‘ 2) € Ms(R),

F(M) = 2.M — Tr(M) <(1] ‘11> —9 <‘CL Z) ~(a+d) (é ‘11> done | F(M) = (az‘cd 2b;_‘l:d>.

5°) Soit M = (‘CL Z) € My(R),

M € Ker(f) — f(M) = <8 8)

a—d=0
2b+a+d=0
2c=0
d—a=0

{ d=a

— =—a
== )

Done Ker(f) — {a. <é _11> Jac R} — Vect(A).

1



Comme A est non nulle, (A) est libre, et comme elle est génératrice de Ker(f), ‘ (A) est une base de Ker(f) ‘

Im(f) = {f(M) / M € M>(R)}

/
() o8 (S ) ra( D) s whement)
(o )0 8) - )+ (0 )

On a obtenu une famille génératrice de Im(f) formée de 3 vecteurs.
f)) + dim(Ker(f)) = dim(Mz(R)) = 4, et dim(Ker(f)) = 1,

Or, d’aprés le théoréme du rang, dim(Im(

donc dim(Im(f)) = 3.

Donc (((1) _11> , <(1) 8) , <_01 1)) est une base de Im(f).

6°) Soit M € Ker(f). On a f(M) = 0 donc Tr(A)M — Tr(M)A = 0 ie Tr(A)M = Tr(M)A, et comme

~ Tr(M)
Tr(A) #0, M = Toa)

eR, ’on a bien M € Vect(A) ‘

Tr(M)
Tr(A)
7°) e D’aprés la question précédente, Ker(f) C Vect(A).
Soit M € Vect(A). Il existe un réel A tel que M = \.A.
Calculons : par linéarité de f, f(M) = A.f(A) = A\.(Tr(A4).A — Tr(A).A) = 0. Ainsi M € Ker(f).
On en tire Vect(A) C Ker(f).
e Ainsi ‘Ker(f) = Vect(A) ‘
8°) On a Im(Tr) C R, donc dim(Im(Tr)) < dim(R) = 1.
Par ailleurs Im(Tr) # {0} puisqu’il existe toujours des matrices de trace non nulle (par exemple, Tr(1,) =
T+14--4+1=n#0).
Ainsi, dim(Im(Tr)) > 1. Donc dim(Im(Tr)) =1 i.e. dim(Im(Tr)) = dim(R).
Comme Im(Tr) C R, on en déduit que | Im(Tr) =R |.
D’aprés le théoréme du rang, dim(Ker(Tr)) + dim(Im(Tr)) = dim(M,,(R)) = n?.
Ainsi | dim(Ker(Tr)) = n? — 1|,
9°) D’aprés le théoréme du rang, dim(Ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(M,(R)) = n?, et nous avons vu que
Ker(f) = Vect(A) avec A non nulle (car la trace de A est non nulle), donc dim(Ker(f)) = 1.
Ainsi, dim(Im(f)) = n? — 1 = dim(Ker(Tr)).
Soit N € Im(f). 3M € M,(R), N = f(M) =Tr(A).M — Tr(M).A. Calculons :

Comme

Tr(N) = Tr (Tr(A).M — Tr(M).A)
=Tr(A)Tr(M) — Tr(M)Tr(A)  car Tr est linéaire
=0

Ainsi N € Ker(Tr).
On a montré Im(f) C Ker(Tr). Grace a I’égalité des dimensions, on en tire que ’ Im(f) = Ker(Tr) ‘

10°) e On sait que {0} C Im(f) N Ker(f) car Im(f) et Ker(f) sont des sous-espaces vectoriels de M, (R).
e Soit M € Im(f) N Ker(f).
Alors M € Ker(f) = Vect(A) donc IX € R, M = A\ A.
On a aussi M € Im(f) = Ker(Tr) donc Tr(M) = 0, i.e. A'Tr(A) = 0 par linéarité de Tr.
Comme Tr(A) # 0, on en tire que A = 0, d’ou M = 0.
Ainsi, Im(f) NKer(f) C {0}, et par double inclusion, Im(f) N Ker(f) = {0}.




D’aprés le théoréme du rang, on a aussi dim(Ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(M,(R)), ce qui permet
de conclure que ‘ Im(f) & Ker(f) = M,(R). ‘

11°) Comme f € £L (M, (R)), f est un projecteur de M,,(R) si et seulement si fo f = f.
Calculons, pour tout M € M, (R) :

fof(M)=f(f(M))=f(Te(A)M — Tr(M)A)
=Tr(A)f(M) —Tre(M)f(A) par linéarité de f
=Tr(A)f(M) car f(A) =0 (montré en question 7)

Ainsi fo f = Tr(A).f, et comme f n’est pas le vecteur nul de L(M,(R)), Tr(A).f = f <= Tr(A) = 1.
Ainsi : ‘ f projecteur <= Tr(A4) =1 ‘

1°) a)

b)

2°) a)

b)

Exercice 2
Soit (P, Q) € R[X]?, (A, u) € R?,

AP+ pQ) = (AP + pQ)(X +1) — (AP + uQ)(X)
=AP(X +1) + pQ(X +1) = AP(X) — uQ(X)
=APX +1) = P(X)) + p(Q(X +1) = Q(X))
= MA(P) 4+ pA(Q)

Donc A est linéaire. De plus, A est bien a valeurs dans R[X].

Donc ‘ A est un endomorphisme de R[X] ‘
Soit k € N.

* Si alors A(X*) = (X +1)° = X%=1-1=0 donc|deg(A(X")) = —c0|.

* Si alors

A(X’f) =(X+ 1)k — Xk = Z <k> Xt xk par la formule du binéme

- 1
=0

k—1
=kX" '+ R

k
:Xk+< )Xk_l—Xk+R ol R est un polynoéme de degré < k — 1

Comme k # 0 et deg(R) < k — 1, on en déduire que |deg(A(X*)) =k — 1|

P est un polynéme non constant de C[X] donc, par le théoréme de d’Alembert-Gauss, P admet au
moins une racine « dans C : P(a) = 0.

On pose alors, pour n € N, H,, : P(a +n) =0.

* Hj est vraie.

% Soit n € N fixé. On suppose que H,, est vraie.
P(X 4+ 1) = P(X) donc, en évaluant en a +n, P(a +n+1) = P(a+n).
Or, par H,, P(ao +n) =0 donc P(a+n+1) =0 : Hy4 est vraie.

* On a montré par récurrence que : Vn € N, P(a+n) = 0.

Ainsi, le polynéme P admet une infinité de racines. C’est donc le polynéme nul. C’est exclu puisque
P n’est pas constant.

‘On a bien obtenu une contradiction ‘

* Si P € Ro[X] alors P est constant.
Donc, P(X +1) = P(X) d'oa A(P) =0: P € Ker(A).
Ainsi, Ro[X] C Ker(A).




* Soit P € Ker(A) i.e. P(X + 1) = P(X) alors, par 2a, P est constant car sinon on arrive a une
contradiction. Donc P € Ry[X].

Ainsi, Ker(A) C Ro[X].
Finalement, ‘Ker(A) = Ro[X] ‘

3°) a) Soit P un polynéme non constant de R[X].
On note p = deg(P). Alors p > 1.

P
P s%crit : P = Zaka ot (ag,...,a,) € R et a, # 0.
k=0
p
A(P) = Z arA(XF) par linéarité de A
k=0
p—1
= apA(XP) + > apAXF)
k=0

N———
R

deg(R) < max(deg(A(1)),...,deg(A(XP™1))).
—oosi k=0

Or, 1, deg(A(XF)) =

r,par 1, deg(A(X") {k_lsik21

Donc deg(R) < p—1 et deg(A(XP)) =p—1et ap, #0.

Donc deg(A(P)) =p — 1. Ce qui s’écrit : ‘deg(A(P)) = deg(P) — 1 ‘

b) Soit n > 1. Soit P € R, [X].
Si P est constant alors A(P) = 0. Sinon, deg(A(P)) =deg(P) —1<n—1.
Done, | A(R[X]) C R, 1[X]]

D’ou A(R,[X]) C R,[X] donc ‘Rn[X] est stable par A ‘

4°) K Ker(A,) = {P € Ry[X] /A(P) = 0} = Ker(A) N R, [X] done | Ker(A,) = Ro[X]].

* On avu: A(R,[X]) C R,—1[X] dou Im(A,) C R,—1[X].
Or, d’aprés le théoréme du rang,

dimIm(A,) = dim(R,[X]) — dim Ker(A,,)
=n+1-1=n
= dimRy,_1[X]

Im(A,) C Ry—1[X]
dimIm(A,) = dimR,,_1 [X]
On en déduit que : ‘Im(An) =R,—1[X] ‘
5°) Soit Q € R[X].
Alors, il existe p € N tel que Q € R,[X]. Alors @ € Im(Ap41).
Donc, 3P € R, 11[X],Q = Ap1(P) = A(P).
Donc, ‘A est surjective. ‘
6°) * Montrons que F' est un sev de R[X].
F C R[X] par définition de F.

F#gcar0eF.
Soit (P,Q) € F2, X\ € R.

Récapitulons, on a : {

(AP +Q)(0) = AP(0) + Q(0) = 0 car (P,Q) € F?

Donc, AP+ Q € F.
Ainsi, ‘F est un sous-espace vectoriel de R[X] ‘




* Montrons que : R[X] = F & KerA.
On a déja: {0} C FnKer(A).
Réciproquement, soit P € F' N Ker(A). Montrons que P = 0.
On a donc P € Ker(A) = Ro[X] donc P est constant. Or P € F' donc P(0) = 0, donc la constante
est nulle : P = 0.
Donc, F N Ker(A) = {0}.
* Soit P € R[X]. On peut décomposer P de la maniére suivante :
P =P — P(0) +P(0)
—_———
Q
P(0) € Ro[X] = Ker(A) et Q(0) = P(0) — P(0) =0 donc Q € F.
D’ou, R[X] = F + Ker(A)
On en déduit que : ‘]R[X] = F @ KerA ‘
7°) a) A est surjective donc IP; € R[X], Q = A(P)).
Par la question précédente, Py = P+ Xou A€ Ret P € F,ie. P(0)=0. Ainsi,

Q=A(P+))
=A(P)+ AN par linéarité de A
= A(P) car A € Ker(A)

‘On a bien trouvé P € R[X] tel que P(0) =0et A(P)=Q ‘
b) Soit deux polynomes P; et Ps tels que A(Py) = @, P1(0) =0, et A(Py) =Q, P»2(0) =0.
On a donc A(Py) — A(P2) =0, i.e. A(P1 — Py) = 0 par linéarité de A.
Donc P, — P» € Ker(A), donc P; — P» est constant.
Mais (P; — P2)(0) = P1(0) — P»(0) = 0, donc la constante est nulle.
D’ou P1 = PQ.

A(P)=Q
P(0)=0

D’ou l'unicité de P : 3! P € R[X], {

On suppose que @ # 0. Donc A(P) # 0 donc P ¢ Ker A = Ry[X]. Ainsi, P n’est pas constant, donc
le degré de A(P) vaut deg(P) — 1 par la question 3a. Donc deg(Q) = deg(P) — 1.

Ce qui s’écrit ’deg(P) =deg(Q) +1 ‘

8) X +1—-X=11ie A(X)=1.De plus, X(0) = 0 donc, par unicité de P, .

XX-1)--(X—n+1)
n!

9°) On pose, pour n >1: R, =
On a: R,(0) =0.
Sin=1alors A(R;) = A(X) =1=F.
Sin > 2,

A(Rn)z(X—i_l)X"n'!(X_n—i_Q)_X(X_l)';;!(X_n‘Fl)
X(X-1) - (X=n-+2
- )n!( (X +1- (X —n+1)

- (n—1)!

= Rn—l

XX-1)---(X—=n+1)
n!

Par unicité de la suite (P,), on en déduit que : | P, =

10°) Soit n € N*. On remarque que : Vi € {0,...,n}, deg(P;) = i.
Ainsi, la famille (P, ..., P,) est une famille de polynémes non nuls échelonnée en degré donc elle forme
une famille libre de R,,[X]. Or elle a n + 1 éléments et dimR,,[X] =n + 1.

Donc, ‘ (Py, ..., P,) est une base de R,,[X] ‘




11°) *x P =X, P, =

X2 - X

. On en déduit : | X2 = 2P, + P, |.

X?2-X X(X -1)(X -2 X3 —3X2 42X
*PlzX,szi,sz ( )( ): + .D’Ofl,
2 6 6
X3 =6P3+3X? -2X
:6P3+3(2P2+P1)—2P1
X? = 6P + 6P, + P
12°) a) Soit n € N*.
A(4,) = X"

D’aprés la question 7, en posant @ = X", A, € R[X], {

De plus, comme X" # 0, deg(Ay) = deg(X™) +1=n+ 1.

Donc |4, € R, 11[X], {

A(An)

— X"
An(0) =0

b) Soit (n,p) €
Dong, pour tout k € {0...

(N*)2. Ona: Ap(X +1) — 4,(X) = X™
,p}s An(k +1)

p
> (An(k+1) -

A,(0) =0

par téléscopage

c) On pose : B, = ZakPkH- On a bien : B,(0) = ZakPkH(O) =

d) On a vu

k=0

Z arA(Pry1) Z aiPr. Donc A(By,)

e) Soit p € N*.

Donc,

% De méme :

S3,p =

S3,p =

— An(k) = k™ On somme de k =0 a k =p.

Donc

De plus, comme A est linéaire, A(B =X"
k=0 k=0
n
Par unicité du polynéome A,, on a : | A, = Z o Py |
k=0
: X2 =2Py + P1. Donc, | Ay = 2Ps + P |
On avu: X% =6P;+ 6P, + 6P;. Donc, | A3 = 6P, + 6P3 + P, |
+ 1p(p—1 +1 +1
* Sp, = As(p+1) = 2P (p+1)+Pa(p+1) = 2x 2 )g(p )+p(p2 ) _ p(pG ) 2(p—1)+3).
g (p+1p(2p+1)
27p °
6
+plp—1)(p—2 +1)p(p—1 +1
As(p+1) = N0 )p(p24 Jp—2) )16>(p ) 4 p(p2 )
+1 +1 + 1)p(p* +
P (o 1)p-2) +a(p-1)+2) = P2V 2y y2 1 ap-agg) = HEHIPETED)
g P+
3ap - 4 °




Exercice 3

1°) a) f et idg sont dans L(E), donc p et ¢ aussi puisque L(E) est stable par combinaison linéaire.
pop=(f—2idg)o (f —2idg)

— fof+ fo(=2idg) —2idgof — (2idg) o (—2idp)

= [P —2f—2f +4idg

=5f—6idp —4f +4idg car f2=5f—6idg

= f—2idg

=D

Changeons de méthode pour g : on peut utiliser la formule du bindéme puisque f et 3idg commutent.
goq= (3idg —f)

=9idg —6f +
=9idg —6f +5f —6idg
=—f+3idg
=9

Ainsi, p € L(E), g€ L(E), pop=pet goq=gq, donc ‘p et ¢ sont des projecteurs de E.
b)

poq=(f—2idg)o(—f+3idg)
= —f24+3f+2f —6idg
= —f24+5f—6idg

poq=0gm
De méme, on obtient [gop =0, |

c) Effectuons une combinaison linéaire entre les 2 lignes définissant p et ¢ permettant de se débarrasser

de idg :
p = [f—2idg
q = —f+3idg
3p+2q = f

Ainsi, | f =3p+ 2¢q|.

d) On pose, pour n € N, H,, : f* = 3"p+ 2"q.
* Pour n =0: fO =idg. De plus, 3% + 2°¢ = p + ¢ = idg. Donc Hj est vraie.
% On suppose que H,, est vraie pour un rang n fixé dans N.
= o g
= (3"p+2"q) o (3p + 2q) par H,, et par la question précédente
=3""pop+ (3" x2)pogq+ (2" x 3)gop+2"Tqoq
= 3" p 2" g carpop=p, gog=4q, pog=0, gop=0

Ainsi, Hyy1 est vraie.

* On a montré par récurrence que : ‘Vn eN, f"=3"p+2"% ‘
2°) a) Soit u = (z,y) € R?, v = (2/,9/) € R?, A € R. Montrons que f(Au+v) = Af(u) + f(v).
FOu+v) = FMw.0) + (@.0)
=fx+2, \y+79)
=((Ax+2)—Qy+y), 20z +2") +4y +v))
Mz —y)+2' — v, M2z +4y) + 22" + 49)
(z —y, 2z +4y) + (' — ¢, 22" + 4y/)
7+ 1)




Ainsi, f est linéaire. De plus, f va de R? dans R? donc ‘ f est un endomorphisme de R? |.
b) Soit u = (z,y) € R2.

FHu) = fPxy) = [ (f(z,y)
= f(z —y,2z + 4y)
= ((z—y) = 2z +4y),2(z —y) + 42z + 4y))
= (—x — 5y, 10z + 14y)
(5f —6idg2)(u) = 5f(u) — 6u
= (bz — by, 10z + 20y) — (6z, 6y)
= (—z — 5y, 10z + 14y)
Ainsi, f2(u) = (5f — 6idg2)(u), ceci pour tout u € R2,
Finalement, | f2 = 5f — 6idge |
c) p=f—2idge.
Soit u = (z,y) € R?,
p(u) = f(u) —2u = f(z,y) — 2(z,y) = (z —y, 22 + 4y) — (22,2y) = (= —y, 2z + 2y)
Ainsi, |p: R? — R?
(z,y) = (—z—y,2z+2y)
d) p est une projection. C’est la projection sur Im(p) parallélement a Ker(p).

Déterminons Im(p) et Ker(p).
* Soit u = (r,y) € R%

u € Ker(p) <= p(u) = Op2
— (—z—y,2x+2y) = (0,0)
— y=-—zx

Ainsi, Ker(p) = {(z, —z)/x € R} = {z(1,—-1)/z € R} donc ‘Ker(p) = Vect((1,—-1)) ‘
* Im(p) = Vect(p(e1), p(e2)) o (e1,e2) est la base canonique de R2.
pler) =p(1,0) = (—1,2) et (e2) = p(0,1) = (=1,2) = p(er) done | Im(p) = Vect((~1,2))
‘ p est la projection sur la droite D; = Vect( (—1,2) ) parallélement & la droite Dy = Vect((1,—1)) ‘
e) On sait p+ ¢ = idg2 (cf. 1d pour n = 0). Donc, g = idg2 —p.
Ainsi, pour tout u = (z,y) € R?,
q(u) =u—p(u) = (z,y) — (-2 —y,2z + 2y) = 2z +y, -2z — ).
Ainsi, | ¢ : R? — R?
(z,y) — (2z+y,—2z—y)

q est le projecteur associé & p donc ‘q est la projection sur Dy parallélement & Dy |

f) On remarque que : Vn € N, (apt1,bn+1) = f(an, bp).
Pour n € N, on pose H, : (an,b,) = f"(ag, bo).
* fo(ao,bg) = id(ao,bg) = (ao,bo) donc Hj est vraie.
% Soit n € N fixé. On suppose que H,, est vraie.
(an+1,bnt1) = f(an, bn) = f(f"(ao,bo)) par Hy.
Donc (an+1,bns1) = f o f™(ao,bo) = f"1(ag, by). Donc H, 1 est vraie.
* On a montré par récurrence que : Vn € N, (ay,b,) = f™(ao,bo) = f"(1,2).
Soit n € N. Par 1d, f™ = 3"p + 2"¢. Donc,
(an,br) = 3"p(1,2) + 27q(1,2)
=3"(-3,6) +2"(4,—4) par 2c et 2e
— (_3n+1 2 % 3n+1) + (2n+2 _2n+2)
— (_3n+1 + 2n+2 2(3n+1 _ 2n+1))

Donc, pour tout n € N, |a, = 2"72 — 3" et |b, = 2 (3"+1 — 2”“) .




