PTSI2 — 2024/2025 Lycée La Martiniere-Monplaisir — Lyon

Correction du devoir surveillé 5.

Exercice 1

3 =2 -1 3 -2 -1 7 —6 —3 9 —6 -3 -2 0 0
1°) a) M?=(1 0 -1 1 0 -1|=(3 -2 =3]=13 0 =3|+| 0 -2 0
0 0 2 0o 0 2 0 0 4 0 0 6 0 0 =2
Ainsi, | M? = 3M — 21|
b) On en déduit que 3M — M? = 2.
3 1
En factorisant par M a gauche, on obtient M (51 — §M ) = I, et en factorisant par M a
2 1
droite, <—I — —M) M =1.
2 2
9 1 1 0 21
Ainsi, | M est inversibleet M ' == —-M=-|-1 3 1
2 2 2 0 0 1

2°) a) On pose, pour n € N, H, : I(a,,b,) € R*, M™ = a,I + b, M.
* Pourn=0:M°=1=1.1+0.M donc ag = 1, by = 0 conviennent. Ainsi, H, est vraie.

% On suppose que H,, est vraie pour un rang n fixé dans N.
Alors, il existe deux réels a,, et b, tels que : M"™ = a, I + b, M.

M™ = M" x M = (a,I + b,M)M par H,
= a,M + b, M?
= a, M + b,(3M — 21) par la
= —2b,1 + (an, + 3b,)M

En posant a,.; = —2b, et b, 1 = a, + 3b,, on a M = qa, [+ b, 1M,

% On a montré par récurrence que, ‘pour tout n € N, H,, est vraie. ‘

De plus, on a obtenu les relations : ‘anﬂ = —2b, bpy1 = a, + 30, ‘ pour tout n € N.

b) Soit n € N. a,11 + byr1 = ay, + 3b, — 2b, = a,, + b,.
Ainsi, |la suite (a,, + b,) est constante.
On en déduit : Vn € N, a,, + b,, = ag + by donc .

c) Soit n € N. byyo = ape1 + 3bpy1 = —2b, + 3b,41 par 2a.
Done, | byyz = 3by1 — 2D, |

d) La suite (b,) vérifie une relation de récurrence linéaire d’ordre 2.
L’équation caractéristique est : r2 — 3r + 2 = 0 de racines 1 et 2. Ainsi,

AN\, 1) € R2,¥n € N, b, = A+ p2"

by = 0 et by = ap+3by = 1. Donc, th ie. e doup=1\=—1.
)\ —l— 2[“ — 1 L2<—L27L1 'u — 1

Ainsi, | pour tout n € N, b, = 2" — 1‘.




De plus, on sait, pour tout n € N, a,, + b, = 1 donc ‘an =1-b,=2-2" ‘
Ainsi, [ M" = (2-2") ]+ (2" - 1)M |.

2-2"4+3(2"—-1) —2(2"—1) —(2"—1)
M" = 22" 22" —(2"=1)
0 0 2-2"42(2" - 1)
2n+1_1 2_2n+1 1 —29n
ie. | M"=| 2"-1 2-2" 1-2"
0 0 2"
1-1 2-1 1—3 0o 1 1
e) Pour n = —1, 'expression donne %—1 2—% 1—% = —% % % , |c’est bien M1 |.
0 0 5 0 0 3
3 —4 -2 3 —4 -2 3 —4 -2 1 00
3°)a) B=|2 -3 =2|,B*=1[2 -3 -2 2 -3 =2]=(010|=L"L
0 0 1 0 0 1 0 0 1 001
On a donc, pour tout k € N, B?* = (B = [¥ =] et B?**!' = B*B = x B = B.
1 3 1 1
b) Ona M = §B+ 5] = 5(3—1—31), donc pour tout n € N, M2+ = SEnTT (B + 3I)*+L,

Comme B et 3] commutent, d’apres la formule du bindéme de Newton, pour tout n € N,

2n+1 2n+1
1 2 1 1 2 1
M2n+1 — St Z ( n+ )(3[)2n+1po — St Z ( n+ )32n+1po

p=0 p p=0 p

En séparant dans cette somme les termes d’indices p pair et les termes d’indices p impairs,
et a ’aide de la question précédente, on obtient, pour tout n € N :

1 /2n+1 1 < /2n+1
2n+1 __ 2n+1-2k 2n+41—(2k+1)
vt S (P e Sy (B e

k=0 k=0
1 = /2n+1 1 = /2n+1
— - 32n+1*2k T - E 32n72k B
(22n+1 k::(]: ( 2k ) + 92n+1 — 2k +1

M* 1 =y, I+ s,B

c) Soit n € N. A l'aide de la question précédente et de la question 2d,

922 | 9 _ 922 | _ g2nl 100 3 —4 -2
ML= g2l g9l g9t | —p (0 1 0 4+s, (2 -3 —2
0 0 92n+1 00 1 0 0 1

En considérant le coefficient (2, 1), on obtient 22"t — 1 = 2s,,, d’ou | s,, = 22" —

1
5 |

En considérant le coefficient (3, 3), on obtient 22" = r, + s,,.

Dow 1, = 2201 —22n 4 L — 9921 _ 92 1 donc |7, = 22" 4+ L],

Exercice 2

1°) Soit n € N.
Xni1 = A" Xy = A(A" X)) donc ’Xnﬂ = AX, ‘

Ainsi, <xn+1> = (2 3) (zn> Il vient : Tl Tn + 5y
Yn+1 1 2 Yn Yn+1 = Ty + Qyn

2




2°) Pour n € N, on note H,, : X,, € H.

* Pourn=0. X, = (1) vérifie : 1 € N,0 € N. De plus 12 — 3 x 0 = 1. Donc X, € H,.

0
% On suppose H, vraie pour un rang n fixé dans N. Montrons que H,,,; est vraie.
Tp41 = 21771 + 3yn

Yn+1 = Ty + 2yn
Or x,, et y, sont dans N donc x,,.1 et y,, 1 aussi, comme sommes et produits d’entiers naturels.

Par la question précédente, {

De plus,

Thy = 3yn iy = Aah + 122y, + Yy — (2] + 4xayn + 4y5)
— 224 — 3) + y2(9 — 12) + 2, (12 — 12)
= a;, — 3y,
=1 car X, € H

Ainsi, H,, 1 est vraie.

% On a montré par récurrence que : ‘Vn eN, X, eH, ‘

On en déduit que .

3°) Par ce qui préceéde, pour tout n € N, X,, € Ht. Précisons Xy, X7, Xs.

s () x4 ) ()~ (e () (0)-0)

Ainsi, (é) , (?) , <Z> dont des éléments de H™T |.

4°)
(1 2)
1

[N N}

0
(2 3) oL (1 0
1 2 Lo+ Ly —214 0 1
01 L2 — —LQ -1 2
10 2 -3
0 1 Ly« Li—2L, <_1 9 )

Par opérations élémentaires sur les lignes, on a transformé A en I5.

-1 2

Ainsi, | A est inversible|. De plus, | A7 = ( 2 _3> .

5°) a) y € N donc y > 0. Supposons que y = 0. Comme X € H, 2*> — 3y? = 1. D’ou 2 = 1.
1

Comme z € N, x = 1. Finalement, X = (O

On en déduit que .
! — '=2r—3
b) * (x,) _ ( 2 3) (”") Dong, |44 = 7Y
Y -1 2 Yy Yy =—x+2y
* Vérifions que BX € H.

2 —3y? = (2x —3y)* —3(—x+2y)* =2*(4—3) +y*(9—12) = 2* — 3y* = 1 car X € H.
Donc BX € H.

) donc X = Xj : ceci est exclu.




* Vérifions maintenant que 2’ € N,y € N,
2’ et y' sont des entiers relatifs comme sommes, produits, différences d’entiers.
Montrons que =’ > 0 et y’ > 0.

>0 < 2z >3y
<:>4x229y2 car 2z > 0 et 3y >0
< 4(1+ 3y*) > 9y car X € H
= 3P +4>0
T

Donc 2z — 3y > 0.

Y >0 < —ax+2y>0
= 2y>zx
<:>4y22x2 car 2z > 0 et 3y >0
= 4y® > 1+ 3y° car X € H
= yQZl

Par 5a, y > 1 donc 3? > 1. Donc ' > 0.
On a bien montré que .
c) Montrons que p(BX) < ¢(X).
o(BX)=2"+y = (22 — 3y) + (—x + 2y) = x — y. D’autre part, p(X) =z +y.
Or y > 1 donc y > 0 donc |p(BX) < p(X)|.
* On pose, pour n € N, H, : B"X € H*.
e Pourn=0:BX =X et X € H'. Ainsi, Hy est vraie.
e On suppose H, vraie pour un rang n fixé dans N : B"X € H*.
De plus, B"X # X,. Par 5b, B(B"X) € H' i.e. B""'X € H*. Ainsi, H,; est vraie.
e On a montré, par récurrence que : Vn € N, B"X € H™.
% De plus, pour tout n € N, B"X # X,,.
Donc, par 5¢, pour tout n € N, o(B(B"X)) < ¢(B"X) i.e. p(B"MX) < p(B"X) : tpy1 < Up,.

(uy,) est donc une suite strictement décroissante |.

% Soit n € N; notons «,, et [, les réels tels que B"X = (g”)

B"X € H* donc a, et 3, sont dans N. Donc u,, = ¢(B"X) = a,, + 5, € N.
Ainsi, (u,) est une suite d’entiers naturels strictement décroissante : c’est impossible vu le
résultat admis en début de partie.

On en déduit que : |VX €e H",I3n e N, B"X = X,|.
* On a déja vu que, par 2, que : £ C HT.
* Réciproquement, soit X € HT.

Par 6, il existe n € N tel que B"X = X,.

Ainsi, (A71)"X = X,. Donc (A")7'X = Xj i.e. X = A"Xj. Ainsi, X € &.

Finalement, on a montré que :

Wt =& ie. H" = {A"X, /n € N}

(P - (e )
PxD = <‘{§ _f) (2 +0\/§ 2_0\/3) - (22\/5353 _22\_/%/%3)

Ainsi, on a bien : .



9°)

10°)

11°)

12°)

13°)

Effectuons des opérations élémentaires sur les lignes de P.
p_ (V3 V3
1 1
1 1
<\/§ _\/§) L1 g L2
1 1
T = (0 _2\/5) Ly Ly — /3Ly

On a transformé P, par opérations élémentaires, en la matrice T'.
Or T est triangulaire supérieure, a coefficients diagonaux tous non nuls, donc 7' est inversible.

Donc,

P est inversible .

P est inversible donc on peut multiplier les 2 membres de 1’égalité AP = PD a droite par P~

On obtient | A = PDP~!|

On pose, pour n € N, H,, : A = PD"P~ %,

e Pourn=0:PD'P ! =1, = A" donc H, est vraie.

e Soit n € N fixé. On suppose que H,, est vraie.
Alors A" = A" x A= (PD"P')(PDP~') = P(D"D))P~! donc A""! = pD"+1p~1,
Donc H,,4; est vraie.

e On a montré par récurrence que : |Vn € N, A" = PD"P~ |

On suppose qu’il existe k dans N* tel que A¥X, = X.

On a donc, par la question précédente : PD*P~1 X, = X,.
En multipliant & gauche par P~ : D¥(P71X,) = P71 X,.
On note | Yy = P71 X, |. Alors, on a|D*Y, = Yy |.
Par I'absurde, supposons Yy = 0. Alors, P71 X, = 0.

En multipliant a gauche par P, cela donne : Xy = 0 : ceci est exclu.

Ainsi, .

Notons a et b les réels tels que Yy = < ).Y()#Odonca#Ooub#O.

D= (2 +0\/§ , _0\/3). Done, D = <<2 +0\/§)k o _O\/g)k)

On a alors : ((2 V3t 0 ) <a> _ (Z) Ainsi, {(2 +V3)a=a

a

b

0 (2—-V3)F) \b (2—V3)fb=1b
On sait que a # 0 ou b # 0.
e Supposons a # 0. Alors, (2 ++/3)F = 1.
Or 2 ++/3 > 1 donc (2 +v/3)* > 1. Clest exclu.
e Supposons que b # 0. Alors, (2 —v3)¥ = 1. Or 1 < 3 < 4 donc 1 < v/3 < 2 donc
0<2—+3 <1 Donc (2 —+3)* < 1. Cest exclu aussi.
Dans les 2 cas, \on obtient une contradiction \

On en déduit que : |Vk € N*, A* X, # X,|.

Soit (n,p) € N2. On suppose que n # p. Montrons que A"X, # APX,.
Par I’absurde, supposons que A" Xy = AP X,.

n # p. Supposons par exemple que n > p.

Comme A est inversible, AP aussi. On multiplie A" X, = AP X, a gauche par (AP)~L.
On obtient : (A?)™1A" Xy = X,. Donc (A71)P A" X, = X,.

Ce qui s’écrit : A" X, = X;. On a trouvé k dans N* tel que A¥X, = X, : exclu.
Donc, on a bien A" X, # AP X,.

Le raisonnement est analogue si p > n.

Ainsi, |’énoncé (x) est vrai|.




Exercice 3

. x
1 ) f(l’) 20 + 0(1‘) =0 1 + 0(1)
Donc f est prolongeable par continuité en 0, en posant f(0) = 1.
D’autre part, f est continue sur R* comme quotient de fonctions continues.
Ainsi, | f se prolonge en une fonction continue sur R en posant f(0) = 1.

donc f(x) — 1.
z—0

2°) e D’aprés la question précédente, f est continue sur R.

e f est dérivable sur R* comme quotient de fonctions dérivables.

shz —xchz
e Pour tout z € R*, on a f'(z) = ————

sh?(z)
3 22 ,
sh:c—xcha;x: :c+€—|—0( ) — :C(l—i-?—i-O(CC )
3
_ ¥ 3
xj)() 3 ‘I’O(IL‘ )
D’autre part, sh(x) :0x+o( r) donc sh®(z) = 2%+ o(z?).
z— z—0
2(_z _z
Ainsi, f'(z) = Gl 3+0(93)) = —|—0(91:).
a0 22(1+0(1)) =2-0 1—|—0(1)

Ainsi, par opérations sur les limites, f'(x) — 0.

z—0
Dongc, par le théoréme limite de la dérivée, L—g(()) —O> 0.
xr — T

% Cela signifie que f est dérivable en 0 et que f/(0) = 0.

* L’information f'(z) — 0 se réécrit f'(x) — f'(0), donc f” est continue en 0.
r— T—

Comme f est de classe C! sur R* comme quotient de fonctions de classe C*, on conclut finalement
que | f est de classe C! sur R |.

3°) a) La fonction sh est continue et strictement croissante sur U'intervalle R, .

Par le théoréme de la bijection, sh réalise une bijection de Ry dans [sh(0), liI_’I_l sh(z)[=R,.
T—r+00

Comme 1 € R, 1 admet un unique antécédent o dans R.

Ce qui signifie que |I’équation sh(z) = 1 admet une unique solution « dans R |.

Comme sh(0) =0 # 1, on aa > 0]

Onach’a—sh’a=1dotch’a=1+(1)2=2.

Comme ch est une fonction positive, on en déduit que |ch(a) = v/2|.
a
b) f(a) = sh(a)

4°) a) w est dérivable sur R, comme somme et produit de fonctions dérivables, et pour tout x € R,

u'(z) = ch(x) + xsh(z) — ch(z) = zsh(x).

On a : pour tout x € Ry, v/(z) > 0 et v/(x) =0 <= x =0 oush(z) =0.

Orsh(z) =0 <= 2 =0. Doncv/(z) =0 <= z=0.

Donc u est strictement croissante sur l'intervalle R .

= «. Ainsi, ‘a est un point fixe de f ‘

Comme u(0) =0, on a : |[pour tout x € Ry, u(z) >0et u(x) =0 <= z=0|

b) Vr € R, f(z) = S§§(>) < 0. De plus f'(0) =

Alinsi, ‘ f est strictement décroissante sur l'intervalle R ‘

6



c)

d)

f)

5°) a)

On sait que : « > 0. Donc, par stricte décroissance de f sur Ry, f(a) < f(0) ie f(«a) < 1.

Or f(a) = a donc [a < 1].

1
Posons v(z) = = sh?(x) — xchx + sh pour tout » € R,.

v est dérivable comme somme et produit de fonctions dérivables, et pour tout z € R,
V'(z) =shache — cha —zsha + che =shacha — xsha = sha(chx — z).

Comme sh est positive sur Ry, v'(z) est du signe de w(z) = chx — x.
w est dérivable sur R, et, pour tout z € R, w'(z) =shz — 1.

w'(z)0 <= shz >1
<= shzx >sha

— >« car sh est strictement croissante

De méme, w'(z) =0 <= z = a.

x 0 « 400
w'(z) — 0 +
w(x) 1 \ " / +00

w(a) = ch(a) —a = v/2 — a. Comme o < 1 < /2, la fonction w est positive sur R, donc v/
est positive sur R, . Donc v est croissante sur l'intervalle R, , et comme v(0) = 0, on obtient
bien que v est positive sur R, c’est-a-dire :

1
Ve >0, zch(z)—sh(z) < 5 sh?(z)

Pour tout x € R%, f'(x) <0 par 4b. On a donc, pour tout z € RY :

£ = —f(@) =

rchx —shz 1
T < B d’aprés la question précédente, et parce que sh® z > 0.
sh®(x

Cette inégalité est encore valable pour x = 0 puisque f'(0) = 0. Ainsi, |k = 3 convient.

hz —xch
D’apreés le calcul de la question 2, pour tout z € R*, f/(x) = % Comme sh est
sh?(x

impaire et ch est paire, pour tout x € R* |

sh(—z) + z ch(—x) _ - sh(z) + z ch(z)
sh?(—x) sh?(z)

fl(=z) = = —f'(x)

Diou |f'(z)| = | — f'(—z)| = |f/(—=)| < k puisque —z € RY.
Ainsi, | pour tout z € R, |f'(z)| < k|.

1
f est dérivable sur lintervalle R, et pour tout x € R, on a |f'(x)] < k = 5 donc, d’apreés

I'inégalité des accroissements finis :

V(z,y) R, |f(z) — f(y)l < klz —y]

1
Soit n € N. Comme f(u,) = un41 €t que f(a) = «, on obtient bien : | |u, 11 — af < §|un —all.




1
b) On pose, pour tout n € N, P, : |u, — | < Q—n]uo — al.

) 1
e [ est vraie car Z—n\uo —a| = |up — al.

e Supposons P, vraie pour un n € N fixé.

1 o L
[tnt1 — ] < §|un —a| d’apres la question précédente

1 11
or §|un —al < 527’% —a| par hypothése de récurrence
1

dott  |upy —a| <

it lup — | 1 Pnyq est vraie.

1
e Conclusion : |pour tout n € N, |u,, —a| < 2—n|u0 —all.

1 1\" 1\"
—1<-<1ldonc | - — 0,donc | = | |up—a| — 0.
2 2 n—-+oo 2 n—-+oo

On en déduit par le théoréme d’encadrement que u, — a — 0, c’est-a-dire que [u,, — a.

n—00 n—+00
6°) On a f(0) =1 donc ch(0)f(2.0) =1x1=1= f(0), et pour tout = € R*,
2z
h 2x) = ch
ch(x)f(22) = eh(z) 3
et +e " 2
= 2 2$62z _ e—?x
=(e"+e " 2
- ;p)2 _ (€71)2
2 T
— o = = f)

Ainsi, f vérifie (x).
Comme f : R — R est continue d’apres la question 1, .

7°) a) Pour tout z € R* sh(z) # 0et x # 0donc f(z) # 0,et f(0) =1 #0, donc’ ¢ est bien définie sur R|.
b) Pour tout z € R, comme ch(z) # 0,

_ 9Q2x) _ ch(z)g(22) _g(z) _
PR = 100 T @ s

Ainsi, | pour tout x € R, ¢(22) = ¢(z)|.

x x
c) D’aprés la question précédente, pour tout n € N, ¢ (2 2n+1) = (W)’ ie. a, = apy.

La suite (a,) est donc constante : ¥Vn € N, a,, = ag. Donc a,, 2 = ().
n—-+0oo

Par ailleurs, comme 2 > 1, 2" — 400 et donc ad — 0.

n—+00 " n—+oo

x
Par quotient, ¢ est continue, en particulier en 0. Donc a,, = ¢ (2—n> TH—+>00 ©(0)

Par unicité de la limite, | p(x) = ¢(0) |

(r) _ 9(0)

8°) e Soit g € £. D’apreés ce qui précéde, pour tout x € R, =——~ = == donc g(z) = ==
) fe) ~ £(0) )

Ainsi, g s’écrit \.f avec A € R.
On a donc & C {\.f / A e R}.
e Réciproquement, si A € R, alors, grace a la question 6, pour tout x € R,

ch(z)(A.f)(22) = Ach(z) f(22) = Af(x),
et A.f est continue sur R, donc \.f € &.
On a donc {\.f / A€ R} C €.
e Conclusion : |€ = {A\.f / A € R} = Vect(f) |




