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Correction du devoir surveillé 4.

Exercice 1

1°) e D’une part, comme 22 — 0 :
z—0

2 2
(2z) + o(z?) = 2+2z+ 222 + o(z?).

2 T—

1 1

14 e :01+1+2x+

T—

e D’autre part : e = 5 = e )
cosx + sinx a— T v
1—?+0(:v2)+x+0(x2) 1+x—?+0(x2)
2
Posons u = & — — + o(x?). Onau — 0 et u ~ x donc un o(u?) est un o(z?).
2 x—0 x—0

1
Comme = 1—u+u®+o(u?):
1+ u u=0

Ccosx + sinx =—0

! = 1- (a:— %2 +0(x2)> + <:c— ‘%2 +0(a:2))2+0(a:2)

1 3
= 1—x+x2<—+1)+x2+0(x2) = 1—a+ =2°+o(2?)

z—0 2 z—0 2
e Ainsi:

fl@) = (2422 +22° +0(2*) (1 -z + 3_x2 + o(x?)

z—0 2

= 2 — 2z + 32% + 21 — 22° + 227 + o(2?)

T—
f(x) = 2+ 32% + o(2?)

z—0

1 1 1 1 1 1
2°) P 1 — 1 — — — = 1—— — .
) Pour z > 1, f(x) = |z| xexp(x1+%) T/ xexp(xl_l_%)

1
On développe ce qui est facteur de = avec une précision en 9 (—)
oo

1 1 1 1 1
N Jimt = 1-—— o=
Comme T z—+00 0 X z—+00 2r  8x? to (xQ)
‘ 1 1 1 1 1 n 1
— — e — - 0 —
oo 14 1) aotoo P x x
1

1 1 1
On pose X = ———+0(—2).Onabien:X—>0.
x

T—+00 T T2 T—+00

1 1
De plus, X ~ — donc un o(X?) est un o (—)



11 1 1 1/1 1V\° 1

eXP(;H;)xioo”z‘ﬁ*a(;‘ﬁ) *(;)
1 111 1 1 1 1
;—mp“(p)xjm”;—ﬁ“(p)

On revient a f(x) :

On en déduit que : f(x) — (x + 1) =% +o (1) Donc A(xz) ~

T—+00 8x )

(. J/

-~

noté A(x)
On en tire que :

1
e A(x) — 0,donc|la droite D d’équation y = = + 3 est asymptote a la courbe C de f en +o00.

T—+00

e A(z) < 0 au voisinage de +oo, donc, ‘localement, C est en-dessous de D.

Exercice 2

1°) a) Soit n > 1. g, est dérivable sur R* comme combinaison linéaire de fonctions dérivables et,
1
pour tout x > 0, g, (z) = e* + —5 > 0.
n

gn est continue et est strictement croissante sur l'intervalle RY .

Donc, g, réalise une bijection de R* dans }lin% gn(z), lir}rq gn(z)[ i.e. de RY dans R.
Tr—r T—r+00

0 est un réel donc 0 admet un unique antécédent w,, dans RY.

Ainsi, |I'équation g, (z) = 0 admet une unique solution u, dans R* |

—Un

b) Soit n > 1. g,(u,) = 0 donc e" =

soit encore, [nu, = e

nu,
o . u 1 1 1 o e :
2°) a) Soit n > 1. g,r1(uy,) = e — e+ u = i u par définition de la suite u
n+1—n 1 . g
Donc gpi1(uy) = = . Puisque u,, > 0, il vient : | g, 41 (u,) > 0/|.

nn+ Du, n(n+1u,
b) Soit n > 1. Puisque gp11(tnt1) = 0, il vient gn1(un) > gni1(Uni1)-

Comme g, 41 est croissante sur |0, 400, on en déduit que : w, > Uy41.

Ainsi, |la suite (u,,) est strictement décroissante |.

c) La suite (u,) est décroissante et minorée par 0 donc |la suite (u,,) converge vers un réel £ |.

d) Par I’absurde, on suppose que ¢ # 0.
Comme la suite (u,,) est positive, on a nécessairement ¢ > 0. Ainsi, ¢ > 0.
Pour tout n > 1, nu, = e " par 1.b.



D’une part, nu, — 400 car ¢ > 0. D’autre part, e™*» — e~¢ par continuité de exp.
n——+0o0o n—-+oo

Ceci est absurde par unicité de la limite. Ainsi, .

—Un

e 1
Autre méthode (trés rapide) : Vn > 1,u, = . Ore — efet — — 0 donc
n n—-+o0o n n—+oo
u, — 0.
n—-+oo

3°) a) Soit n > 1. Par 1.b, nu, = e ",

Comme (u,) converge vers 0 et ¢ — 1, il vient nu, — 1.
z—0 n—+oo

1 1
D’ou nu,, = 1+ o(1) soit encore |u, = — + o (—> .
n n

n n

b) Soit n > 1. nu, = exp(—u,) = exp <_l +o (l))

1 1 1 1
Posons X = ——+0(—), X —0>0et X ~ —— donc un o(X) est uno(—).
n

n T— n n

1 1
eX = 1+ X + o(X). Donc, nunzl——+o<—).
X—0

n n
1 1+ 1
Uy =———+o0o| —
n  n? n?

4°) a) ¢ est dérivable sur R, et, pour tout z € Ry, ¢'(x) = e* + ze” = (x + 1)e” > 0.
Donc, ¢ est strictement croissante sur R.

Finalement, . Ainsi, ‘le réel « = —1 convient ‘

De plus, ¢ est continue sur l'intervalle R .

Donc, ¢ réalise une bijection de l'intervalle R dans [p(0), lirf o(x)].
T—>+00

Donc, ‘gp réalise une bijection de l'intervalle R, dans R ‘

b) Soit z € R;. ¢(x) =, z(1 4z +o(z)). Donc |p(x) = x+ 2>+ o(z?)|.

T— x—0

c) o () —a et, par continuité de ¢~' en 0, on a aussi : ¢~ (2) 0 = 1(0).
s T—

Donc, par unicité de la limite, ¢~1(0) = a.

Or, ¢(0) = 0 donc ¢~ (0) = 0. Ainsi, [a = 0],
Q) o) =, ¢ e+ o).
On pose X' = x+ z? 4+ o(z?). X —> 0 et X ~ 2 donc un 0(X?) est un o(z?).
Avec le résultat de la question b, o= (¢ (z)) =, b(z+ 22 +o(2?)) + c(x + 22 + o(2?))* 4 o(2?),
i.e. o (p(x)) =, br + 2%(b + ¢) + o(z?).
Or,Vxr € Ry, o (p(x)) =2 donc z = bx + 2%(b+ c) + o(x?).

z—0

Ce qui peut s’écrire : 0+ 0.7 + 0.2% + o(2?) = br + 2%(b + ¢) + o(x?).
T—
=1
Par unicité du développement limité a l'ordre 2 en 0, il vient : {b N 0 d’ou ’ b=1,c=-1 ‘
CcC =
. _ r .. . 1 : (1
e) Soit n > 1. nu, = e “* donc u,e" = —. Ainsi, ¢(u,) = —. Ce qui donne : u,, = ¢ — .
n n n

1
— — Oetpardd, o (z) = x— 2%+ o(2?).

n n—+oo x—0

1 1 1
On en déduit que |u, = — — — +o0 (—) .

n  n? n?




Exercice 3

Partie 1
1°) Vn € N, upi1 — u, = —u? < 0. Ainsi, |la suite (u,,) est décroissante.
2°) a) f est dérivable sur R et, pour tout x € R, f'(z) = 1 — 2.
x —00 0 1 1 +00
2
f() + 0 -
1
f — 4 Ty

b)

3°) a)

b)

Justification des limites : Vo € R, f(z) = 2 — 2% = 2(1 — x) puis on conclut par produit.

1 1 1 1
f est croissante sur {O, 5} donc, pour tout x € [0, 5} LFO) < f(x) < f (5) ie0 < f(z) < 2
donc 0 < f(z) < 1.

1
De méme, on démontre que : Va € {5, 1] ,0< f(z) < 1.

Ainsi, | pour tout = € [0,1],0 < f(x) < 1|
Remarque : On dit que Uintervalle [0, 1] est stable par f.

On suppose que la suite (u,) converge vers un réel [3.
Vn € Ny up1 = fluy).
D’une part, u,.1 —> 0.

n—-+o0o

D’autre part, f(u,) T f(B) par continuité de f en f3.
n—-+0oo
Ainsi, par unicité de la limite, f(3) = 8 donc 8 — 3? = 3. D’ou 8 = 0.

Si (uy,) converge vers un réel S alors = 0.

(uy) est décroissante par 1 donc, par le théoréme de la limite monotone, (u,) converge ou

U, — —O0.
n—-+o0o

Par ’absurde, supposons que (u,) converge vers un réel. Alors, par 2c, (u,) converge vers
0. Par décroissance de (u,) alors : Yn € N,0 < u,. En particulier 0 < ug. Exclu puisque
ug = a < 0.

Ainsi, |la suite (u,,) diverge vers —oo|.

Comme a > 1, u; = f(ug) = f(a) =a—a* =a(l —a) < 0.
On se raméne alors au cas précédent : (uy,),>1 est décroissante. Si elle converge alors c’est
vers 0. On a alors 0 < wu; : exclu.

Ainsi, |la suite (u,) diverge vers —oo|.

On pose, pourn e N H, : 0 <wu, < 1.
* H, est vraie.
% Soit n € N fixé. On suppose que H,, est vraie.
Alors 0 < w,, < 1. Par 2b, 0 < f(u,) <1lie 0 <wu,y <1
Donc, H, ; est vraie.
% On a montré par récurrence que : Vn € N,0 < u,, < 1.
Par 1, (u,) est décroissante. Comme (u,) est minorée par 0, on en déduit, par le théoréme

de la limite monotone que (u,) converge. Par 2c, |la suite (u,,) converge vers 0.

4



Partie 2
4°) a) Soit n € N. f(

1y 1 I ntl-1_ n
n+l) n+l (n+1)2  (+1)2  (n+1)2
n 1
(n+1)2 ~ n+2

<« nn+2)<(n+1)> car (n+1)2>0etn+2>0

— n*+m<n’+2n+1
— 0<1

n 1 1 1
0<1d < . Ainsi < .
- Om(n+D2_n+2 lIlsl’f<n+1>—n+2

1
b) O N H,:0<u,<——.
) On pose, pour n € N*, u T
* uy = f(uo) = f(a).

1
Or d’apreés le tableau de variation de f, f a pour maximum 1 On a donc f(a) <

e~ =
N —

Par ailleurs, f(a) = a(1 —a) > 0 puisque a €]0, 1].
1

Donc 0 < u; < 5

Ainsi, H; est vraie.

% Soit n € N* fixé. On suppose que H,, est vraie. Montrons que H, | est vraie.

On a alors : 0 < u,, <

n+1
1 1
< =
+1- 2
1 1
D’ou, par stricte croissance de f sur [O, 5] LF0) < flu,) < f ( " 1).
n

n—|—122>0donc

1 1 1
Par ce qui précede, f (n n 1) < —— donc, puisque f(0) =0, 0 < u,41 < et

Ainsi, H,, 1 est vraie.

% On a montré par récurrence que : |Vn € N*,0 < u,, < el

5°) a) Soit n € N*.

(n 4+ 1)tps1 — nuy,
= (n+ D(un — 1) —
(n+ Du, — (n+ 1)u — Ny,

Un+1 — Un

=u, — (n+ 1)u?
= (1= (n + D)

1
Par 4b, on a : u, > 0 et u, < ——E Puisque n+1 > 0, (n+ 1)u, < 1. Ainsi, v,41 — v, > 0.
n

La suite (vp,)nen+ est croissante.

1
b) Vn € N* u, < p— donc, puisque n > 0, nu,, < d’ou v, < 1.
n

n+1
La suite (v,,) est croissante et majorée par 1.

Donc, par le théoréme de la limite monotone, | (v,,) converge vers un réel /. |.

Pour tout n € N*, 0 < v,, < 1 donc, par passage a la limite 0 < ¢ < 1.
Ainsi, [£ € [0,1] |




6°) a) Soit k € N*. La suite (v,) est croissante donc vy > vy ie kug > u;. Comme k > 0, |up > — |.

b) Soit n € N*.
2n n 2n
S-S =YY= Y
k=1 k=1 k=n+1

1
Pour tout k € {n+1,...,2n}, 0 < k < 2n donc 22—;comme u; >0, %2;—1,6’5 grace
n n

| =

N . , Uy
a la question précédente, ug > o
n

En sommantde k=n+1ak=2n:

2n 2n
Uy
Sz m
2n
k=n+1 k=n+1
> (2n—(n+1)+1) =
n—(n —
- 2n
u
S2n - Sn Z ?1

c) Vn € N*, S,.1 — S = upyq > 0 par 4b.
La suite (.S,,) est donc croissante.
Ainsi, par le théoréme de la limite monotone, (.S,) converge ou (S,,) diverge vers +oo.
Par I’absurde, supposons que (.S,,) converge vers un réel /.
La suite (Sa,) est une suite extraite de (S,,) donc elle converge aussi vers /.
Ainsi, par différence, S,, — S, — 0.

n——+oo

u
Or, par la question précédente, pour tout n € N*, Sy, — S, > ?1

u
Par passage a la limite, on obtient 0 > ?1 : exclu car u; > 0 par 4b.

On en déduit que |la suite (S,,) diverge vers 400 |.
7°) a) Soit k € N*.
En reprenant le calcul effectué dans ba : vg1 — v = ug(l — (K + Dug) = up(1 — kug — uy).

Ainsi, vg1 — vp = up(l — v — uy).

La suite (v,,) est croissante et converge vers ¢ donc vy < /.

Ainsi, —vp > —fpuis 1 — v —up > 1 — 0 — uy.

Comme, par 4b, ug > 0, il vient : ug(1 — vx — ug) > ug( (1 =€) — ug ).

Finalement, | vk — vk > ug ( (1 =€) —ug ) |.

n

b) Soit n € N*. Zui = Z(uk — Ug41) par définition de la suite u.

k=1 k=1

n
Ainsi, par téléscopage u=u; —u
, P page, r— Wl n+1 |
k=1

c) Soit n € N*. Soit k € N*.
Par 7a, vg11 — v > ug (1 =€) — uy, ).

En sommant dek;zlak::n:Z(U;H_l—vk)ZZuk((l—E)—uk).

k=1 k=1
n

D’une part, par téléscopage, E (Vg1 — V) = Upg1 — V1.
k=1

D’autre part, Zuk( (1—=40)—ux )= (1-1) Zuk - Zui =(1—40)S, + U1 — us.
k=1 k=1

k=1

6



Ainsi, v, —v1 > (1 = 0)S, + Upp1 — ug.

Finalement, | v, 41 > (1 = £)S,, 4 tp41 | car vy = uy.

d) Par I'absurde, supposons ¢ # 1. Comme ¢ € [0, 1] par 5b, on a donc : £ < 1.
Sp —> 4ooet1l—¢>0donc (1—1¢)S, —+> ~+00.
n—-+0o0

n—-4o00

Comme (u,,) converge vers 0, S,,(1 =€) + up41 - too.
n—-+0o

Or, par la question précédente, pour tout n € N* v,11 > (1 — £)S,, + tpy1-
On en déduit que v,;1 —> —+o0o. Exclu puisque la suite (v,,) converge.

n—+o00
Ainsi, [ =1
8°) La suite (v,) converge vers 1 donc v, = 1+ o(1).
1 1 1 1
Ainsi, nu, =1+ o(1) puis u,, = + o ) Ainsi, |u, = — 40 (—) .
n n n

Exercice 4

Partie 1 : Notion d’involution

1°) Soit ¢ : R — R ie ¢ = —idg. Alors, pour tout = € R, p(¢(x)) = ¢(—x) = x.
r o —x

Ainsi, @ o ¢ = idg donc ‘gp est une involution de R |.

2°) Soit ¢ : RL — R% . Alors, p o =idg: :|p est une involution de R? |
1

r o= =
T

3°) Soit ¢ une involution de I. Alors, ¢ o ¢ = id;.
En posant ¥ = ¢, on a les égalités : ¢ o) = 1) o p = id;.

Ainsi, ‘(p est bijective‘ et ol =1 = .

Partie 2 : Quelques propriétés des fonctions de &

4°) Soit deux réels y; et y, strictement positifs tels que f(y;) = f(y2). Montrons que y; = ys.
En utilisant (a) avec 1 et y1 : f(1f(y1)) = v f(1) ie f(f(y1)) = yaf(1).
De méme, f(1f(y2)) = y2f(1) donc f(f(y2)) = y2f(1).

f(y) = f(y2) done f(f(y1)) = f(f(y2)). Ainsi, y1 f(1) = y2f (1), ce qui s’écrit : f(1)(y1 —y2) = 0.
Or f est a valeurs dans R* donc f(1) # 0. Ainsi, y1 = y».

‘ f est donc injective.‘
5°) En utilisant (a) avec x =y =1: f(1f(1)) = 1f(1) = f(1). On a donc f(f(1)) = f(1).
Comme f est injective, il vient | f(1) = 1|

6°) Soit x > 0. En utilisant (a) avec 1 et x : f(1f(z)) = xf(1). Puisque f(1) = 1, il vient :
f(f(@)) = .

Ainsi, fo f=1idgs :|f est une involution de 0, +o00[|.

7°) Soit x et y deux réels strictement positifs.

En utilisant (a) avec z et f(y) : f(zf(f(y))) = f(y)f(2).
Comme f est une involution, f(f(y)) =y donc ‘ flzy) = f(x)f(y) ‘




Partie 3 : Détermination de I’ensemble &

8°) a)
b)
c)

d)

f)

g)

9°) *

On en déduit que | RY  — R% est le seul élément de &£ |

f(1) =1donc 1 € F. Ainsi, .

Soit > 0. En utilisant (a) avec x et y = = : f(xzf(z)) = xf(z). Donc, |xf(x) € F|.
Soit x et y des éléments de F. Alors, f(z) =z et f(y) =y.
En utilisant la question 7, on obtient que f(zy) = f(z)f(y) = xy. Donc, .

1 1 1
En utilisant a nouveau la question 7 avec x et —, on obtient que f <ZL’—> = f(x)f (—), ie.
x x

T T

1 1 1
l=uaf <E> puisque 1 et x sont dans F. Ainsi, f (E) = —. Donc, |— € F|.

Soit x € F'ie f(x) = x.

On pose, pour n € N, H,, : 2" € F.

* Pourn=0:2"=1¢et 1€ F donc H, est vraie.

% On suppose que H,, est vraie pour un rang n fixé dans N. Alors 2™ € F' par H,, et x € F,
donc par la question précédente, 2"z = 2"t € F.
H, 1 est vraie.

% On a montré par récurrence que : ‘Vn eNz" e F ‘

Soit x € F. Par I’absurde, supposons z > 1. Alors, 2" — +oc.

n—-+o0o

Par (b), il existe un réel A tel que, pour tout u > 1, f(u) < A.

Pour tout n € N, 2™ > 1 donc f(z") < A.

Or z € F donc, pour tout n € N, 2" € F par 8d. Ainsi, f(z") = 2" donc z" < A.
Ainsi, (2") est une suite majorée par A. Ceci est exclu puisque 2" — +o0.

n—-+oo
On en déduit que .

On procéde par double inclusion.

% On sait déja que 1 € F.

% Reéciproquement, soit x € F'. Montrons que x = 1.
Par la question précédente, z < 1.

1
D’autre part, x € F' donc, par 8c, — € F.
x

1
Ainsi, par la question précédente, — < 1. Comme x > 0, il vient = > 1.
x

On en déduit que x = 1.
Finalement | F' = {1} |.

Soit x > 0. Par 8b, 2 f(z) € F. Or F = {1} donc zf(x) = 1. Ainsi, f(z) = !

- .

f est la fonction z > L |
T

Soit f € £. Alors, par ce qui précéde, f est la fonction R% — R7 .
1
r o~ =

Réciproquement, soit f la fonction R% — R% . Montrons que f € &.
z = 1
f va de RY dans R* . Vérifions (a) et (b).
Soit x et y deux réels strictement positifs. f(zf(y)) = f <§) =7 yf(x).
Yy T
Donc (a) est vraie.

1
Ve > 1, f(x) = — < 1:ainsi, f est majorée sur |1, +oo[. Donc (b) est vraie.
x

T o=

T




