PTSI2 — 2024/2025 Lycée La Martiniére-Monplaisir — Lyon

Correction du devoir surveillé 3.

Exercice 1

Soit u et v les fonctions de classe C'! suivantes :

Pour tout x € g,g )
u(z) = In(1 — cos(x)) w(r) = fjﬁﬁf;f?x)
o(z) = sin(z) V(@) = cos(a)

Par intégration par parties,
g )
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3 1 2 1 — cos?
=1><1n(1—0)—§1n<1——> —/QMdm
%

SEYSE

2
_ Y3y <1> _ /g<1 + cos(z)) da

2 2 z
V3

= —In(2) — [z + sin(x)]

SETSE

2
V3 u T V3
=—mh@2)—-|=-+1—=-——
A SR R
V3 s
I=—(n2)+1)—=—-1
(@) +1) - ¢
Exercice 2
1°) La fonction f : t — ! t conti I'intervalle | — 1,400 d t
a fonction f : est continue sur l'intervalle | — oo| donc on peu
(t+ 122 +1) ’ P
calculer son intégrale sur tout segment inclus dans | — 1, +o00[. Or, pour tout > 0, le segment
1
de bornes x et — est inclus dans R*. donc dans | — 1, +oo[ donc | p(z) existe |
x

2°) a) Soit x > 0.

1 1
% On pose : u = T t— n est de classe C* sur RY.

1
* On note : du = % dt.

1
Sit=—alorsu=u=x

* T
Sit=xz alors u = —
T



par le théoréeme de changement de variables
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b) Soit x > 0.
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c) On en déduit que, pour tout z > 0, | p(z) = v

3°) a) Pour z > 0, ¢(x) = [x f(t)dt.

1
Comme f est continue sur R’ de primitive F' et que x et — sont dans R*, on a :
x

[F(t)]% donc

p(z)

w -7 (1)

b) Par somme et composition de fonctions dérivables, ¢

est dérivable sur R*

", et pour tout



xERi:
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¢'(z) = (1;@)2

c) On reconnait la dérivée de x +— T Comme R est un intervalle, il existe une constante

T+
C telle que pour tout z € R :
—1
= C.
#() rz+1 *

! 1 1
Or p(1) = / f(t)dt =0, donc —3 +C=0douC = 7 Ainsi :
1

-1 1
Vao>0 = =
>0, ¢lw) r+1 N 2

, . —2+x+1 r—1

C’est aussi = :
2(x +1) 2(x +1)
4°) a) Soient a, b, ¢ des réels. Soit t > 0.
a_ b N ct a(t+1)(#+ 1)+ b(t* + 1) + ct(t + 1)?
t+1 (t+1)2  24+1 (t+1)2(t2+1)

a@®+ 2+t + 1)+ b(t* + 1) + c(t® + 262 + 1)
(t+1)2(t2+1)

tlat+c)+t*(a+b+2c)+tla+c)+a+b
(t+1)2(t2+1)

tat+c)+t*(a+b+2c)+tla+c)+a+b

Pour que f(t) = (e D) , il suffit que :
( 1
a= -
a+c=0 at+c=0 2
a+b+2c=0 <+ c——% — b:l
a+b=1 at+b=1 _21
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b)

5°) a)

b)

o 1 I ]
Ansh, pour tont £ 0, /() = 56y T 55 1E @) |

1 1 1
Les réels |a = 2 b= 2 c= —3 conviennent.
11 1 -1 1 2t
Pour tout t > 0, f(t) = 5 [t—i— s TN Gy 1]. Une primitive de f sur R, est
donc :
Fete 2|1 (|t + 1]) ! L (]2 + 1)
: — |In ——— ——1In
2 t+1 2

Or, lorsque t € R, t +1 > 0t?>+1 > 0 donc on peut prendre :
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Soit o € |0, Z[.
Onal<a <~ donc — > g—a > 0. Or sur I'intervalle J0, 7[, & — 14-sin(26) ne s’annule

2 2
cos?(0)

pas car sin est positive sur [0, 7]. Ainsi 6 — HTn(QH) est bien définie |0, Z|.

2
cos?(0)

1 + sin(20)

continue 1a ou elle est définie, en particulier elle est continue sur le segment de bornes «

et g — . Ainsi | I(«) est bien définie|.

Par ailleurs, par somme, produit et quotient de fonctions continues, 6 —» est

Soit a € 0, 3.
* On pose : t = tan 6, § — tan 6 est de classe C* sur ]0, Z[ donc sur le segment formé par

t7r
aet - —a.
2

* dt = (1 + tan?(0)) dé
0 =a = t=tan(a)

. (T
* sin (— —a) 1
sz—a:t:tan<ﬁ—a>: 2 :C?SO(: (car cosa # 0).
2 2 oS (E _ a> sina tan(a)
2



Pour tout 6 €]0, 7],

cos® () _ cos?(0)

1+sin(20) 1+ 2sin(é) cos(6)
1
1 sin(6)
cos?(0) * 2008(9)
1
1 + tan?(0) + 2 tan(6)
1

(14 tan(f))?
B 1 + tan?(0)
(1 + tan(6))? (1 + tan®(6))

Donec :

™

T 1
I(a) = /a (1 + tan(0))® (1 + tan?(f))

o /tan(a) 1 dt
tan(a) (1 + t)2<1 + t2)

— —p (tan(a))
_~ 1—tan(a) | tan (%) — tan(a) 1
Ia) = 2 (tan(a) +1)| 2 (1 + tan (F) tan (o)) T2 tan

Exercice 3

Partie 1 : préliminaires

1°) Soit z € | — 1,1[. (cos (Arcsin(z)))® = 1 — (sin (Arcsin(z)))* = 1 — 22,

(14 tan®()) d6

T _a)

T
Arcsi [ T
Or Arcsin(x) € 55

T T o
55 et cos est positive sur |—

] , donc | cos (Arcsin(x))

=122

Par ailleurs, comme x € | — 1, 1], par stricte croissance de Arcsin, on a Arcsin(z) €

donc tan (Arcsin(z)) est bien défini, et :

sin (Arcsin(x))

tan (Aresin(z)) = Co A e (@)
tan (Arcsin(z)) = \/%

2°) a) (Fy) <= Vze]-1,1], ¥'(x) + 1 :BQy(x) =0.

Il s’agit d'une équation différentielle linéaire d’ordre 1 homogéne.

T 1 —2x

On cherche une primitive ¢ de x = sur | — 1, 1]

1—22 21 —2a2

1 1
Par exemple, pour tout = €] — 1, 1[,4(z) = _§IH(|1 —2?]) = —iln(l — 2?).

Donc, exp(—t(x)) = exp (% In(1-— x2)) = exp (In(v1—22)) = V1 — 12,

Donc |les solutions de (Fy) sur | — 1, 1] sont les fonctions : x — Av/1 — a2,

AeR|
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b) La fonction x — W est continue sur l'intervalle | — 1, 1] donc la fonction F : x —
— X 2
/ ——— du est 'unique primitive de £ — —— sur | — 1, 1] qui s’annule en 0.
0o (1—u?)2 (1 —22?)2
v 1
Fixons = €] — 1, 1] et calculons F(z) = / — du.
0o (1—u?)2
On pose u = sin(t). t — sin(t) est de classe C'* sur ] - [
On note : du = cos(t) dt.
On a u =0 lorsque t = 0, et u = x lorsque t = Arcsin(z) (car sin(Arcsin(z)) = z).

)

b | 3
b | 3

Par le théoréeme du changement de variables,

Arcsin(z) 1 Arcsin(z) 1
F(x):/ —3008tdt:/ ————costdt
0 (1 —sin?t))2 0 (cos?t)?2

Arcsin(z) 1
costdt = / _
0 cost| cost|

/Arcsin( ) 1
0 cos? tv/cos? t
1

Arcsin(z) ™
:/ S — [ car cost > 0 sur | — —,
0 cost X cost 2

Arcsin(z) 1
= / dt
0 cos?t

= [tan(t)]y""
= tan(Arcsin(x)) — tan(0)

Vi

[

SE

1
Ainsi, |une primitive de  — ——  sur | — 1, 1] est z — )
(1 — 332)5 1 — 22

T (2) C
T) = )
1—:v2y 1 — 22

c) (Fo) < Vo >0,y (x)+

Il s’agit d'une équation différentielle linéaire d’ordre 1 dont (Fp) est ’équation homogéne
associée. Cherchons une solution particuliére par la méthode de la variation de la constante.

Onpose y: |—1,1] — R o A :]—1,1[— R est une fonction dérivable.
x = A(z)v1 — 22
Comme z +— 1 — 22 est dérivable et strictement positive sur | — 1,1 et que = — /= est
dérivable sur RY, x — /1 — 22 est dérivable sur | — 1, 1. Par produit, y est dérivable sur
] —1,1].
—2x T

Pour tout z € |—1,1[, ¥/'(z) = N(2)V1 — 22+ AMz) = N(2)V1 — 22— ——=\(2)

2y/1 — a2
y solution de (F¢) sur | — 1,1]

= Vrel 11, N@)VI— 22 — ——— (@) + ——A(@)VT — 22 = ¢

V1—2x? 1 —a? 1 — a2
C
= Vre|—-11] X(x)\/l—mzzl 5
-
C
= Vre]-1,1], M) = W car x — 1 — 27 ne s’annule pas sur | — 1,1]
— 2
Grace a la question précédente, on peut dire que \ : x — T convient.

V1—2a?
y : x — Cz est donc une solution particuliére de (Fr).
Donc|les solutions de (F¢) sur | — 1, 1] sont les fonctions : x — Cz + A1 — a2, X € R|
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3°) Il s’agit d'une équation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients constants.
e [L’équation homogene associée est (Gy) : 2" + z = 0.
Son équation caractéristique est r* + 1 = 0, dont les racines sont i et —i. Elles se mettent
sous la forme 0 £ ¢ donc les solutions réelles de (Gy) sont les

t > % (Ncos(t) 4+ psin(t)) = Acos(t) + usin(t), (A, pu) € R?
1.
o (G)<=VteR, Z"(t)+=2(t) = Im(éem).
1.
Posons alors I'équation (G') : 2"(t) + z(t) = =e*!.
Si z est solution de (G') alors Im(z) est solution de (G).

Comme 2i n’est pas racine de I’équation caractéristique, on pose z : t — Ae™ ou A € C.
z est alors deux fois dérivable sur R, et pour tout ¢t € R,

2(t) = Ae™ x1
2(t) = 2iAe™ x0
Z”(t) _ _467;216 %1

. 1 .
z solution de (G') <=Vt € R, Ae?(—4+1)= 561%
1 .
— —3A = 5 car pour tout t € R, e #£0
1
= A=
6

1.
Donc z : t — —gem est solution particuliére de (G').

1
On en déduit que Im(z), c’est-a-dire ¢ — ——sin(2t), est une solution de (G).

e Finalement, les solutions de (G) (définies sur R) sont les fonctions :

1
t— ~5 sin(2t) + Acos(t) + psin(t), (A p) € R?

Partie 2 : résolutions d’équations différentielles linéaires d’ordre 2 a coef-
ficients non constants

4°) Comme y est deux fois dérivable sur | — 1,1[, ¢’ est dérivable sur cet intervalle.
v est dérivable sur | — 1, 1] comme somme et produit de fonctions dérivables.

Pour tout z € | — 1, 1],
v'(x) = —2xy/(x) + (1 — 2®)y"(x) + y(z) + 2y (2)
= (1=2*)y"(z) — x¢/(2) + y(x)

y solution de (Ep) sur | — 1,1[ <= Vz e |- 1,1], v'(z) =0
< 3JCeR, Vre|—-1,1, v(x) =C car | — 1,1] est un intervalle
= 3JCeR, Voec]|-1,1], 1 -2y (z)+zy(x)=C
<= 3C € R, y solution de (F¢)
«—3JCeR, INeR, Vze]-1,1], y(z)=Cr+ W1 -2

d’apreés la question 2 de la partie 1

L’ensemble des solutions de (Ep) sur | — 1, 1] est donc

{x*—)AM%—WS/(A,u)GRQ}
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5°) a) e Pour tout t € ]—W 7T

5,5[,8111(15) €] — 1,1]. De plus y est définie sur | — 1,1[ donc

| 2 est bien définie |

e Par composition de fonctions deux fois dérivables, | z est deux fois dérivable sur | — 7, 7|

T
e Pour tout t € ]——, - [,
22
z(t) = y(sint) x1
2'(t) = cost y' (sint) x0
Z"(t) = cos’t ¢/ (sint) —sint ¢/ (sint) x1

b) On a:

y solution de (E) sur | — 1, 1]
—=Vre]-1,1] (1-22)y(2) -2y (2) +y(z) = 2vV1 — 22

= Vte ]—g, g[, (1 —sin?t)y” (sint) —sint o' (sint) + y (sint) = sint /1 —sin®¢
car la fonction sin réalise une bijection de | — g, g[ dans | — 1, 1]
= Vte —g,g , cos’t y” (sint) —sint y (sint) + y (sint) = sint Vcos?
1T, , .. T
< Vte 55| # (t) + 2(t) =sint cost car cos est positive sur }—5, 5[
1 mowT sin(2¢
— Vit €l-3350 2'(t) 4+ 2(t) = #

Ainsi, |y est solution de (F) sur | — 1, 1] <= z solution sur ] —g, g [ de (G) |

c) On en déduit, a I'aide de la question 3 de la partie 1 :
y solution de (E) sur | —1,1]
1
< I (\,p) ER? Vte ]—g, g [, y (sin(t)) = 5 sin(2t) + Acos(t) + psin(t)

1

£z [, y (sin(t)) = —3 sin(t) cos(t) + A cos(t) + psin(t)

— 3\ ) €R?, Vi e]—g,—
Or la fonction sin réalise une bijection de | — 7, Z[ dans | — 1, 1 donc :
y solution de (E) sur | — 1,1]

1
=3I\ p) €R? Vo e]-1,1],y(x) = —g%cos (Arcsin(z)) + A cos (Arcsin(z)) + px

1
<~ I\ p) €R? Vo el-1,1], y(x) = —gx\/l — 224+ A1 — 22+ puzx  (c.f. question 1 partie

L’ensemble des solutions de (F) sur | — 1, 1] est donc :

1
{x»—)—gx\/l—ﬂ%—)\\/l—x?jtux/()\,u) GRQ}

(Ep) est 'équation homogene associée a (F), et on reconnait la structure attendue de la
forme générale des solutions de (E) : c’est la forme générale des solutions de (Fjy) plus une

1
solution particuliére, ici x — —gx\/ 1— 22



