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Correction du devoir surveillé 2.

Exercice 1

1°) Allure de la courbe de Arcsin :

|

2°) Arcsin est définie sur [—1, 1]. On résout alors, pour = € [—1,1] :

—1<1-222<1 <= —-1<22*—-1<1
— 0<22%2<2
— 0<z?<1
— —1<r<1

Ainsi, | f est bien définie sur D = [—1,1]|.

3°) ‘ f est continue sur D comme somme et composée de fonctions continues.‘

4°) Arcsin n’est dérivable que sur | — 1, 1[. On résout alors, pour z €] — 1, 1], les équations :
1-20"=1 = 2=0 ; 1-2"=-1+<4= 2'=2<+= z=1louz=-1
Ainsi, sur D' = D\ {—1,0,1}, la fonction z — 1 — 22% est dérivable et a valeurs dans

| —1,1[. Ainsi, | f est au moins dérivable sur D' = D\ {—1,0, 1} | comme somme et composée

de fonctions dérivables, et pour tout = € D’,

2 1

"(x) = — 4
f@) V1 — a2 V1—(1—222)2
2 4x
_\/1—$2_\/4x2—4x4
2 2x

VI |z|v/1 — 22

0 si z €]0,1]
Ainsi, | f'(z) = 4

V1—22

size]—1,0[[




5°) Pour tout z €10, 1], f’(z) = 0 et |0, 1] est un intervalle, donc f est constante sur |0, 1|.
Comme f est continue sur [0, 1], on en déduit que f est constante sur [0, 1].

De plus, f(0) = Arcsin(1) = g donc | f est constante sur [0, 1] égale a g .

6°) Soit 2 €] — 1,0], f’(z) = 4 Arcsin’(x). De plus | — 1,0[ est un intervalle.
Donc, il existe une constante ¢ € R telle que : Vo €] — 1,0[, f(z) = 4 Arcsin(x) + c.

Comme f et Arcsin sont continues sur [—1,0], cette égalité est encore vraie sur 'intervalle
[—1,0]. Pour déterminer la constante, on pose x = 0.

f(0) = Arcsin(1) = g = ¢. Dong, | pour tout = € [—1,0], f(z) = 4 Arcsin(z) + g :

7°) Allure de la courbe de f :

B

Vr € [-1,0], f(z) = 4 Arcsin(x) + g
Il y a une tangente verticale au point d’abscisse —1.

Il y a une demi-tangente verticale de pente 4 au point d’abs-
cisse 0.

8°) La fonction f est continue et strictement croissante sur [—1, 0], et [—1,0] est un intervalle.
Donc, d’aprés le théoréme de la bijection, f réalise une bijection de l'intervalle [—1,0] sur

Pintervalle £(]—1,0]) = [f(—1), £(0)] = {—%ﬂg] Comme 0 € {—37”%
0 admet un unique antécédent a dans [—1,0]. Autrement dit, | 3l € [—1,0], f(a) =0

} , on en déduit que

1
9°) f est strictement croissante sur [—1,0] et @ et —= sont éléments de [—1, 0], donc :

a>—% = f(a)>f<—%)

Or f (—%) = 2 Arcsin (—%) + Arcsin (%) = —2% + % = —%.

De plus, f(a) =0 donc f (—%) < f(a). Ainsi, | —= < ar|.

10°) a) Soit x € [—1,1].
Pour tout u € R, cos? u +sin? u = 1. Donc, cos?(Arcsin(r)) = 1 —sin®(Arcsin(z)) = 1 — 2.
Ainsi, y/cos?(Arcsin(z)) = v/1 — 22 ce qui signifie | cos(Arcsin(z))| = /1 — 22,
De plus Arcsin(z) € [—Z, 2] donc cos(Arcsin(z)) > 0 d’ou |cos(Arcsin(z)) = V1 — 22|
b) « vérifie I'égalité : f(a) = 0.
Donc, 2 Arcsin(a) = Arcsin(2a? — 1) par imparité de Arcsin.

On prend alors I'image par la fonction sin : sin(2 Arcsin(a)) = sin(Arcsin(2a? — 1)).

2



D’out 2sin(Arcsin(a)) cos(Arcsin(a)) = 202 — 1.

sin(Arcsin(a)) = a donc, en utilisant la question précédente, il vient : | 2av1 — a2 = 2a* — 1|

c) On éléve au carré I'égalité précédente : 4a%(1 — a?) = (202 — 1)%
Ce qui s’écrit : 40? — 4a* = 4a* — 40 + 1. D'oi1, 8a* — 8a? +1 = 0.
Ainsi o est racine du trinome 8X? — 8X + 1, qui a pour discriminant :
A=8—4x8=8x4=16x2=(4V2)%
8+4v2 _24+v2 o, 2-V2

Ainsi, o? = T ; ces deux nombres sont bien positifs.
. 2++2 22
Comme o < 0, il vient : . = — 1 oua=— T
2 2 1
Veérifions que — V2 < ——.
4 2
24+/2 1 2+ /2 21
4 = 2 4 T2
2 2 1
— + 4\/— > 1 car les deux nombres précédents sont positifs
— 242 >1
— V2>-1
2 2 1
Comme /2 > —1 il vient — +4\/_ < —3 Comme o > —%, finalement :
2 -2 2 —+/2
o = — e f—
4 2

Exercice 2

1°) Soit 2 € C \ {1}.

—1
Z — 24+ :2"=0
:1

—142
+1

+z”=0 car z # 1
—z

—1+242-22"4+2"(1-2)=0
I+2z—2"—2"" =0
1+2z—-2"(1+2)=0
(1-2")(142)=0

Heee H

(E)

2°) Soit z € C.

n—1

1+ 22 1" 41" =14+2(n—1)+1=2n# 0 donc 1 n’est pas solution de (E).
k=1

On peut donc supposer dans la suite z # 1.

(F) <= (1-2")(142)=0 par 1
= "=1louz=-1

— Jke{0,...,n—1}, s=e ouz=—1



3°)

4°)

Si0<k<n—1 ¢ =1« k=0.

L’ensemble des solutions de (E) est {—1} U {e"*" /k e {1,...,n—1}}.

(—=1)" = —1 car n est impair donc —1 n’est pas solution de I’équation 2" = 1, donc —1 n’est
pas de la forme e ot 1 < k <n — 1.
De plus, les 5T avec 1 < k <n—1 sont distincts 2 a 2.

Ainsi, | (E) posséde n solutions |.

1
Sotu e€C.l—iu=0 < u=—- << u= —1i.

1
On suppose u # —i.
1 ) ) .
—f—Z.u:ew <~ 1+iu=e"(1—iu)
1 —iu
— qu(l+e¥)=e¥ -1
e —1 ; ) S .
= U= car €' # —1 puisque ¢ ne s’écrit pas T + 2pmw ol p € Z
i(1+4 )
, ie (i —i2
e —1 €2<62_e 2) 2isin (£)

= tan (g) De plus, tan (g) # —i.

SIS

)

Ainsi, | (%) admet une seule solution : le réel tan (g)

i(1+eiv) et (e% _|_e—z‘§> B i2cos (

Soit u € C\ {—i}.
114
(F) <~ i " est solution de (E)
—iu
1+ u 1+ u 2k
:_1 3]{76 1, —17 - — et
1 —du ou {L " }1 o
144
T ) e T qiue Dt e 11,
1—1u ——

exclu
Pour k € {1,...,n— 1},%77r €]0, 27[. De plus, %Tﬂ =m <= k=75 Ork# % carn est impair.
Ainsi 27 ne g’écrit pas m + 2pm o p € Z.

n

141 ok k
Donc, par 3, + zu = el% <— u = tan (—W)
1—1mu n

Les nombres trouvés sont bien distincts de —z.

k
Ainsi, |’ensemble des solutions de I’équation est {tan (—W) Jked{l,...,n— 1}} :
n

Exercice 3

1
1°) Comme dans la somme interne, — est une constante vis-a-vis de k :
i

n . 1
Dn:Z(n—z—l—l);
=1

-3 (”j1_1>:(n+1)g%_;1

3

D, =(n+1)H, —n.

4



3

n k
1
2°) En échangeant les deux symboles >, D,, = g g — donc |D,, = H |
i

k=1 i=1 k=1

3°) On a donc

(n+1)H —n—ZHk

H, =
n+1 n+1
1 1 H, + H -+ H,
don H, + _ n n n 1+ o+ +
n+1 n+1 n+1 n—+1
Hi+Hy+---+ H,
Hn+1:1+ . 2
n—+1

4°) Soit k € N*.
(W1 — w) Hy + (Hp1 — Hi)uge1 = g1 Hi, — wi Hy + He w1 — Hiugr = Hyp e — Hyug.

Donc, pour tout n € N*| pour tout k € {1,...,n}:
(uk+1 — uk)Hk = Hk+1uk+1 — Hkuk — (Hk—i-l — Hk)uk+1. D’Oil, en sommant :

n n n

Z(uk—i-l - Uk)Hk = Z (_Hkuk + Hk+1uk+1) - Z(Hk—H - Hk)uk+1
k=1 k=1 k=1
= —Hyuy + Hyug — Hoyug + H3uz — - -+ — Hyup + Hy U1 — Z(Hk+1 — Hy)upa

k=1
= —Hyuy + HyqUppq — Z(HkH — Hy)ugr1  (somme télescopique)
k=1

n

"1 1
Z(Ukﬂ —up)Hy = Hpy1Ung1 — up — Z {Uks|  car Hy=1et Hypy = Hy + ——
k_

— k+ k+1
5°) Soit n € N*. Pour tout k € {1,...,n}, upy1 — up = k, donc, en sommant ces égalités :
UNEAES o
k=1
(n +1)
u2—U1+U3—U2+U4—U3+"‘+Un+1—un:T
n(n+1) .
Unpt = UL = — par téléscopage
n(n+1
Un+1 = ( 9 )
6°) Avec la formule obtenue en question 4, et comme pour tout k € N* wupyy — up = k, et

k(k+1)

5 on a, pour tout n € N*,

n(n+1 "1 k(k+1
Zkﬂk ALy B _Zk_g
k=1

Uk4+1 =

2 +1 2
B nn+1) 1 = f
- n+1 9 2
k=1
= 1 1
ZkaZHn+1n(n+ ) n(n+ )
— 2 4




7°) Soit n € N*. Posons k =i+ n dans S, :

8°) Pour n € N*¥,

Sn—i—l - Sn = HQ(nJrl) - Hn+l - (H2n - Hn)
- H2n+2 - H2n + H - Hn+1

2n+2 n+1
IS ST I
1 1 1
f— _|- —
2n + 2 2n +1 n-+1
1 N 1 2
S Mm+2 241 2n+2
1 1

Sn+l - Sn =

Mm+1 2n+2

9°) Posons, pour tout n € N*, P, : S, =T,.
2
1 1 D111
° Sl:HQ—H1:1+§—1:E,etleg(T):I—§:§,donCPlestvraie.
e Supposons P, vraie pour un n € N* fixé.

2(n+1) k—1 2n+2 k—1
_ (D" (=D
M=y CUES G
k=1 k=1
_1)2n+1 _1)2n 2n _1)k-1
G Y )
2n + 2 2n+1 — k

1 1

“omt2 ony1t

1 1
— S, P,
mt2 o1 par

= Sn+1 par 8

Donc P, est vraie.
e Ainsi, ‘pour tout n e N*, S, =T, ‘
10°) Soit n € N* et 1 € N*.

mm+¢+D—hMrH):m(n+z+1) (

on peut affirmer que In(n 47+ 1) — In(

, donc, comme -
n+1

+
—1 1
ln(n+i)—ln(n+i—1):ln(n—ﬂ>:—IH(L>:—IH(1— )
n+1i—1 n-+1 n+1

>—1,etdoncln(1— 1 >§ _1,d’of1 ! ,<—ln(1—

1
Comme n+i > 2, —
n

+1 n—+1 n-+1i n+i
1
ie. - <In(n+1¢) —In(n+i—1).
n—+1
1
Ainsi, on a bien [In(n+i+ 1) —In(n +1) < n <ln(n+i)—Inn+i—1)|
n+i




11°) Soit n € N*, sommons I'encadrement obtenu a la question précédente pour ¢ allant de 1 a n :

n

2}mm+¢+n—mm+@)323

=1

< Z(ln(n+i) —In(n+i—-1))

n+1 -
+ i=1

Or le terme central est S, = T},, a gauche on a une somme télescopique :

In(n+2)—In(n+1)+In(n+3)—In(n+2)+- - -+n(2n+1)—In(2n) = In(2n+1)—-In(n+1) = In (?jll)

et & droite aussi :

In(n+1)—In(n)+In(n+2)—In(n+1)+- - -+In(2n)—In(2n—1) = In(2n)—In(n) = In (—) = In(2).

2+
2 1
) < T, < In(2). Or ntlo_

1
2n +1 n
]-TL (e.e]
n+1 14 L ot
n

n+1

Ainsi, pour tout n € N* ln(

2 1
1n< nT ) — In(2).
n-+1 n—+oo

D’aprés le théoréme des gendarmes, |T,, — In(2)|.
n——+00

Exercice 4

P)a)SMtzeC\{H.ﬂ@::L+;%T.;%T#Odmmf@)#lJMmLf@)e@\{&.
Donc | f est bien a valeurs dans C\ {1}|.

b) Soit = € C\ {1}.
foﬂ@:fgu»=1+————:1+——;}—T=1+z—1:z

Ainsi, | fo f(2) = z|
c) Soit (z,2') € (C\ {1})%
Nous allons montrer la contraposée i.e. : f(z) = f(2') = z =2
On suppose que f(z) = f(2').
1
Alors, 1 + —— =1+
z—1

1
1.D0nc, puis z — 1 =2 — 1. Donc z = 2.

A z—lzz’—l

On a montré que |z # 2/ = f(2) # f(2')|
2°) Soit z € C\{1}.

f(2)+ f(z) =1 <= 1+L+1+

= =1
z—1 z—1
z—1+2-1 _ 4
(z—-D(Ez-1)
= 24+zZ-2=—(2Z—2—-%Z2+1)

< z24+z2—-2=—2z4+z+7z2—-1

f(2)+ f(z) =1 <= 2z=1




3°) On a montré, dans la question précédente, que : vVt € C\ {1}, f(t) + f(t) =1 < tt = 1.
Soit z € C\ {1}. On pose t = f(z). Alors t € C\ {1}.
Donc f(t) + f(t) =1 < tt=1.1e f(f(2))+ f(f(z)) =1 <= f(2)f(z) = 1.
Or fo f(z) =zpar 1b. Ainsi, |z +Z =1 <= f(2)f(z) =1}

4°) a) Soit 2’ € f(D). Montrons que 2z’ € I'\ {1}.

z+z 1. _

5 25 ie.z+z=1.

Donc, par 3, f(2)f(z) = 1 ie. 227 = 1, ce qui s’écrit |2/|> = 1. Donc 2’ € I'. De plus,
2= f(z) #1. Donc |2 e T\ {1} |.

b) Par la question précédente, on a montré que : f(D) C I'\ {1}.

1
2! g'écrit f(z) ot z € D. D a pour équation x = 3 donc

Montrons 'inclusion réciproque.
Soit 2 € I'\ {1}.
On pose z = f(2'). Alors f(z) = f(f(2)) ie. f(z) =2

- S z 1
On sait que |2/|* = 1 donc 2’2’ = 1. Donc, par 2, f(z') + f(2') = 1 i.e. rE 3
Donc z € D et on a 2/ = f(z). Donc 2’ € f(D).
On a montré que : I'\ {1} C f(D).
Finalement, on a bien : | f(D) =T\ {1} |

2 2
4 4 4
5°) a) <§> + (—) =1 donc M (%, 5) € I'. De plus, g €Qet R € Q.

5 )
Donc ‘M est un point rationnel de I' ‘
b)
Fly =1+ —
u) =
—%—i—z’p
=1+ 2
N -1+ 21p
2(—1—2i
1+ 4p?
_—1—1—4p2 . —4dp
flu) = 1+ 4p2 +Z1+4p2

1
c) Soit p € Z. Alors u = 3 +ip € D donc, par 4a, f(u) € '\ {1}. De plus, la partie réelle

et la partie imaginaire de f(u) sont des nombres rationnels (comme quotients d’entiers).
Ainsi, f(u) est un point rationnel de T

1 1
D’autre part, si p et p’ sont des entiers tels que p # p’ alors 3 +ip # 5 +ip'.

1 1
Donc, par lc, f (5 + ip) £ f (5 + z'p’).

Comme ’ensemble Z est infini, on en déduit que ‘ I' posséde une infinité de points rationnels|.




