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Corrigé du devoir maison 13.

1°) a)

b)

2°) a)
b)

Exercice 1

X est le nombre de succeés (tirer pile) dans la répétition de n épreuves de Bernoulli (jouer
a pile ou face) indépendantes, de méme probabilité de succes p.

Ainsi, ‘X suit la loi binomiale de paramétres n et p ‘

D’aprés le cours, | E(X) =np et V(X) =np(1 —p) |

n — X est le nombre de défaites, autrement dit le nombre total de faces obtenu.

n n n
Par ailleurs, X < — si et seulement si n — X > 5 autrement dit les événements <X < 5)

n
et (n - X > 5) sont égaux.

1
Or comme p = 3 dans cette question, on a une symétrie des roles du pile et du face, donc

n — X suit la méme loi que X.

Donc,P(n—X>g>:P<X>g>,i.e. P<X<g>:P(X>g>.

Le nombre de victoires est X et le nombre de défaites est n — X.

On cherche donc la probabilité de I'événement (X > n — X), ¢’est-a-dire de <X > g)

% On suppose que n est impair.

n n
Alors, les événements (X > —> et (X < §> forment un systéme complet d’événements

doncP(X>g>+P<X<g>:1.

n 1
Do | P (X >2) ==}
ou B 5

% On suppose que n est pair.

2 5 222 2 5 2”
Ainsi, P(X>ﬁ>=1 o (MY L))
2) 2 n ) on

Soit i € {1,...,n}.

Y; suit la loi de Bernoulli de paramétre p|.

On note :

Ay=Y1=1)Nn(Ye=1)...(Y, =1) (aucun échec),

Ai=Y1=0)Nn(Yo=1)...(Y, = 1)(échec puis succes a partir de la deuxiéme partie)
Ay = (Y1 =0)N(Y,=0)N(Yz =1)... (Y, = 1) (échecs puis succes a partir de la 3°™° partie)



Ay =Y1=0N(Yy=0)---N(Y,_1 = 0)N (Y, = 1) (échecs puis succes a la n®™ partie)
A, =Y1=0N(Yo=0)---N (Y, =0) (aucun succes)

Alors | A = O Al
i=0

c) Les événements A; sont incompatibles 2 a 2. Donc, P(A) = Z P(A;).
i=0

Comme les variables aléatoires Y; sont indépendantes, il vient :

P(A)) = P(Y,=1)P(Y,=1)...P(Y, =1) = p"

P(A) = P(Y, =0)P(Yy, =1)... P(Y, = 1) = gp" V.

De méme, pour tout i € {1,...,n — 1}, P(4;) = ¢'p" ", et P(A,) = ¢".

Ainsi, | P(A) = Zqip”_i :
i=0

1 "1 1
d) * Supposons |p = o1 Alors P(A) = o = n2—: :
i=0
1
% On suppose |p # 5t Alors p # ¢, d’oul d # 1 puisque p # 0.
p

P(A) =Y ¢p" " =p" ) <%>
=0 1=0

q n+1
1 (-
n P q
=P 1_—g car ]—9 7& 1
pn+1 _ qn—l—l
pn+1

Exercice 2

1°) Z, est lle nombre total de boules blanches tirées lors des p premiers tirages.

2°) X; suit la|loi de Bernoulli de paramétre % , ¢’est-a~dire que X ne prend que les valeurs 0 et

let P(X; =1)= P(X; =0) = 3. Son espérance est | E(X;) = 1.

3°) X, vaut soit 0, soit 1, de méme pour X, donc Z, est a valeurs dans {0, 1, 2}.
(Z2 = 0) = (Xl = 0) N (XQ = O) donc P(ZQ = O) = P(X1 = O)P(Xlzo)(Xg = 0)
Or P(X; = 0) = 1, et, sachant que (X; = 0), le deuxiéme tirage se déroule dans une urne
contenant exactement ¢ + 1 boules noires et une boule blanche, donc la probabilité de tirer

c+1
boul i t alors : Pix,—0)(X2 =0) = .
une boule noire est alors : Px,—p)(X2 = 0) o
c+1
D P(Zy, =0) = .
onc | P(Zy, =0) e+ 2)




(ZQ = 2) = (Xl = 1) N (XQ = 1) dOHC P(Z2 = 2) = P(Xl = 1)P(X1:1)(X2 = 1)
Or P(X; = 1) = 3, et, sachant que (X; = 1), le deuxiéme tirage se déroule dans une urne
contenant exactement une boule noire et ¢ + 1 boules blanches, donc la probabilité de tirer

1
une boule blanche est alors : Piy,—(X, =1) = Ci 5
c
c+1

D P(Zy=2)= .

onc | P(Zy = 2) )
Done P(Zy = 1) = 1~ P(Zy = 0)— P(Zy=2) = 1— 211 5o [Pz, = 1) = —

onc =1)=1- =0)— =N =1-2—""_ e — 1) —

2 2 2 et 2) 9 =

4°) a) D’aprés l'interprétation faite en premiére question, | Z,(2) = {0,1,...,p}.

b)

Soit k € {0,...,p}. Supposons l'événement (Z, = k) réalisé. Au cours des p tirages
précédents, il y en a donc eu k ol ¢’est une blanche qui a été tirée. A 'issue des p tirages,
il y a donc 1+ ke boules blanches dans I'urne. Comme on rajoute a chaque tirage ¢ boules
(blanches ou noires), on a 2 + pc boules au total dans l'urne a issue des p tirages.

Ainsi, sachant (Z, = k), on connait la composition de I'urne pour le p 4+ léme tirage.
L’événement (X, = 1) signifie "on tire une boule blanche au p 4+ 1 éme tirage", donc
Pz,=)(Xpy1 =1) = ;il;(f :

Appliquons la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événement associé
a Zy (cest-a-dire ((Z, = k)0, )

-----

p
P(Xpp=1)= ZP(ZP = k)P(Zp:k)(Xerl =1)

k=0
p
1+k
=Y P =y
o + pc
1 p
= P(Z,=k)(1+Ek
5 2 Pl = B)(1 + ko)

=5 ipc (Z P(Z, = k) —I—ckz:%k:P(Zp = k:))

1
= | 55e (1 B(Z)

5°) Pour tout p, X, ne prend que les valeurs 0 et 1, donc X, est une variable de Bernoulli.

1
Posons, pour tout p € {1,...,n}, H, : "P(X, =1) = 5".

On a déja vu que H; est vraie a la question 2.
Supposons Hy, H, ... H, vraie pour un p fixé entre 1 et n — 1.
Alors X1, Xs, ... X, sont des variables de Bernoulli de paramétre

P P P
1
Donc E(Z,) = E <Z Xi) = ZE(X,) = Z 5= g en utilisant la linéarité de l'espé-
i=1 i=1 i=1

rance.

1
3

p
ey 12409 1

D’ou, par la question précédente, P(X,1; =1) = Yt me 224 3
pc pc

Ainsi H, est vraie.
Par récurrence forte, on en déduit que pour tout p € {1,...,n}, P(X, = 1) = %, ce qui

1
2

signifie que | X, suit la loi de Bernoulli de parametre 3 |, c’est-a-dire la loi de X;.




