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Corrigé du devoir maison 8.

Exercice 1

Partie 1 : Exemple des matrices diagonales

1°) Soit n € N. Pour tout k € N, I* = I donc :
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2°) Soit n € N*. Pour tout k € N*, O* = O et O° = I, donc k—O:aI:I.
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Donc | E(O) existe et E(O)=1= [0 1 0
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3°) Soit D une matrice diagonale de M3(R), on I'écrit D= [0 pu 0| avec (\, pu,7) € R3.
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Pour tout k € N, D* = [ 0 u* 0 |, donc pour tout n € N,
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D’aprés ’énoncé, N il — el et X — donc
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Partie 2 : Un autre exemple

4°) Posons, pour tout n € N, P, : A" =nA — (n—1)1.
o A'’=Tet 0A— (0—1)I =1, donc Py est vraie.
e Soit n € N fixé. Supposons P, vraie.

ATl = A"A
=(nA—(n—1)I)A par P,
=nA*—(n—-1A

=n(2A—-1)—nA+ A
=@2n—-n+1)A—-nl
=+ 1)A—((n+1)—1)I
Donc P, 1 est vraie.
e Conclusion : |[pour tout n € N, A" =nA — (n—1)1.
5°) Soit n € N.
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6°) PourtoutnEN*,un:ZH: E:Zm Zﬁ,doncunnjooe =e.
k=0 k=1 k=1 J=0
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Pour tout n € N, v, = E H—un,doncvn —+> e—e=0.
! n—-+o0o
k=0

D’aprés I’énoncé, on a donc Z Ak =u,A+v,] — eA+0.1 =cA.

n——+oo

Ainsi | F(A) existe et vaut eA :

Partie 3 : Une matrice nilpotente

10 1 0 0 0 0
7°) N°=I,N'=N,N*=| 0 0 1 0 done|[N?=[-1 0 -1
10 -1 1 0 0 0 0
1 0 1\ /0 0 0 000
N*=NN>=[0 0 1|[-10 -1]={00 0] donc|N*=0]|
10 -1/ \0o 0 0 000

Or, pour tout entier k > 3, N* = N3N*=3 donc .

SN N
8°) On a, pour tout k € N, (tN)* = t* N* donc pour tout n € N, E E(tN)k = HN’“.
! k!
Avec la question précédente, on obtient, pour n > 2,
"1 0!
tN)¥ = —T+ =N N2—] tN N2
kz;k'( ) 0! +1‘ +2‘ + +2
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Donc | E(tN) existe, et vaut [ +tN + ENQ .

9°) Soit t et s des réels.
F(t)F(s) = E(tN)E(sN)

t2 52
= <I+tN+ 5N2) (I+ sN + 51\72)
s2t?

s? 2 o 187 s P st 4
=1+ sN+ —=N"+tN +tsN“+ —N"+ —-N"+ —N°+ —N
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s% 4+ t2 4 2st
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t 2
:I+(t+s)N+%N2

=1+ (t+s)N+ N?

F(t)F(s)=F(t+ s)

10°) Soit t € R. On a donc F(t)F(—t) = F(t —t) = F(0) = E(O) = I d’aprés la question 2. De

méme, F(—t)F(t) = F(0) = I. Donc, | F(t) est inversible et que (F(t))™" = F(—t)|
11°) Soit t € R.

Posons, pour tout n € N, P, : (F(t))" = F(nt).

o (F(t)’ =1,et F(0.t) = F(0) = E(O) = I, donc P, est vraie.

e Soit n € N fixé. Supposons P, vraie.

F((n+1)t)=F(nt+t)
= F(nt)F(t) d’aprés la question 9
(F(t))" F(t) par P,

(F()"™

Donc P, 1 est vraie.
e Conclusion : pour tout n € N, P, est vraie.

Soit t € R,n € N*.

(
= (F(—t))" par la question précédente
= F(—nt) puisque n € N

Finalement, | pour tout ¢t € R et pour tout n € Z, (F(t))" = F(nt).

12°) Soit t et s des réels, supposons que F(t) = F(s).
t? 2 t2 2
On a donc I +tN + §N2 =1+sN+ %NQ, donc tN + ENZ = sN + %N2, ce qui s’écrit :

t 0 t S 0 S

2 12 52 52
Tt =-S 0 s
2 2 2 T
—t 0 —t —s 0 —S

D’ott s =t (en considérant par exemple le coefficient (1,1)).

Ainsi, ‘F est bien injective |.




Partie 4 : Un résultat général sur les matrices nilpotentes

13°) p+ g — 1 est un entier > 1. Calculons maintenant (A + B)P™~! par la formule du binéme
puisque A et B commutent.

1 Ry pta—1\ & —1—k
(A+ B>p+q _ Z . Ak gpta
k=0
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p+q— P pg—1
— AkBp+q 1-k AkBerqflfk
(" sy (rre

k=0 k=p
Si k > p alors A* = 0 puisque A est nilpotente d’indice p. D’ot1, A¥BPTa—1-F = (),
Sio<k<p—1lalors0<p—1—kdoug<p+qg—1—k.
Or B est nilpotente d’indice ¢ donc BPT9~1=F = (. D’ott A*BP+i—1-F = (.
Finalement, chaque terme de la somme est nul donc (A + B)PT1 = (.

Ainsi ‘A + B est nilpotente et son indice est inférieur ou égal a p+qg — 1|
14°) Onap+q— 2> 0. Calculons :

Pia 2 4
k
> (A+B)
k=0
p+q—2 k
1 K\ yi ki A .
= Z o Z . JA'B par la formule du binéme, puisque A et B commutent
! 1
k=0 =0
p+q—2 k p+q—2 k
1 k! ipk—i | __ 1 i Rk—1
Y (St ) - 2 (S
k=0 \i=0 k=0 \i=0
p+9—2 [pt+q-2 1
= Z ﬁAin’i en échangeant les 2 sommes
<\ = (k1)

(k—1)! il

p—1 1 . p+q 1 A
i=0 Jj=0

carp+q—2>p—1let A'=0pouri>p

i=
p+q—2 1 . p+q—2 1 ‘ 1
= ,—'Al E 'Bk’” car —A" est une constante vis-a-vis de j
7!
' k=i
—2—i

et en faisant le changement d’indices j = k£ — ¢ dans la somme interne

p—1 q—1
1 . 1 . )
= (,—AZ<E fBJ>) car 0<i<p—1=p+q—2—i>qg—1letcar B =0sij>¢q

| |
— \ ! =
p—1 1 q—1 1 q—1 1
= Z — A Z —BJ car Z —B7 | est une constante vis-a-vis de i
— | — 41 4!
=0 7=0 7=0
= FE(A) x E(B)
Or on sait que A + B est nilpotente, et que son indice de nilpotence r vérifie r < p 4+ ¢ — 1.
r—1 p+q—2
Donc F(A+ B) = Z (A+B)* Z k'(A+B) car sir < p+q—2, les termes (A+ B)*
k=0 k=0

pour k entre r et p 4+ g — 2 sont nuls.
On en déduit que : ‘E(A + B) = E(A) x E(B) ‘




