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Corrigé du devoir maison 6.

Partie 1 : définition géométrique du nombre d’or

1°) On note L' et ¢ la longueur et la largeur du 2e rectangle.
Les mesures des cotés de ce rectangle sont ¢ et L — /.

L L L
Or€>§donc—€<—§d’of1L—€<5d’oflL—€<€.Ainsi,ﬁ/:L—fetL’zf.

) B g E’_L—ﬁ_%—l_gp—l'
L 1
Or?:go,d’oflgo: 1ie<p(<p—1):1.
‘ r=t¢ | ’
On en déduit que : | —p —1=0]|
- 7 .

2°) Le trindme X2 — X — 1 admet pour discriminant A = 1+ 4 = 5.

1—¢5€t1+\/30 1—+5 1++5
2 2 ‘

5 ro>0et < 0 donc |p = 5

Ses racines sont :

Partie 2 : Une suite convergente vers ¢

3°) a) On pose, pour tout n € N, H, : le réel u,, existe, u, > 0 et u, € Q.
* Hj est vraie.

* Soit n € N fixé. On suppose que H,, est vraie.
U, > 0 donc u,, # 0 donc u,; existe.
1
Upr1 = 1 + — > 0 comme somme de deux réels strictement positifs.
Up,
1 . 1
De plus, u, € Q donc — € Qd ot up11 =14+ — € Q.
u

(L’ensemble Q est stable par passage a I'inverse et pour la loi +).

Ainsi, H, 1 est vraie.

* On a montré par récurrence que : ‘pour tout n € N, u,, existe, u,, >0 et u, € Q ‘

b) Calcul de uy, ug, us, ug, us :

1 1 1 1 3 2 5

Uy +u0 ‘|—1 U2 +u1 +2 5 Us +3 3
.38 01
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On a: u1:2,u2:§,u3:§,u4:5,u5:§.

Remarque : on a les écritures « étagées » :

1



1 1 1
ulzl—l—I u2:1+—1 u3:1—|——letc...
1+ 1 1+ —
1+ 1
4°) f est dérivable sur R* comme somme de fonctions dérivables.

1
Pour tout x > 0, f'(r) = —— < 0.
T

f est strictement décroissante sur I'intervalle R .

5°) Soit n € N, 41 = oo = f(uons1) = f(f(u2n)) = fo f(v,) done |v,41 = fo f(v,)].
6°) On pose, pour tout n € N, H, : v, < v, < .

3
* uozletugzg.Onabienvogvl.

1+v5 3 V5—-2

.Comme4<5,2<\/3d0ncg0—"0120.

De plus, ¢ — vy = 5 5 5

Ainsi, Hj est vraie.

% Soit n € N fixé. On suppose que H,, est vraie.
0 < v, < Vpp1 < et fest décroissante sur RY donc f(v,) > f(vng1) > f(e).
En réutilisant la décroissance de f : f(f(vn)) < f(f(vni1)) < f(f(9)).

Orp=1+ é done f(p) = ¢ done f(f(¢)) = ¢.

Donc, en utilisant 5, v, 11 < vp10 < .
Ainsi, H, 1 est vraie.

% On a montré par récurrence que, pour tout n € N, H,, est vraie.

On a montré que |la suite (v,) est croissante et majorée par ¢|.

7°) La suite (v,) est croissante et majorée donc la suite (v,,) converge vers un réel /.
¢ > vy puisque la suite (v,) est croissante. Ainsi ¢ > 0.
Or on sait que : Vn € N, v,1 = (f o f)(vy).
Comme f o f est continue en ¢ (car £ € R ), d’aprés un théoréme du cours, £ = f o f({).

Ce qui s’écrit successivement :

1+1+%_£
!?
20+1
(+1
W+1=0+74
PF—0—-1=0

Donc, puisque ¢ > 0, £ = ¢ par le calcul fait en question 2.

Ainsi, |la suite (v,) i.e. la suite (ug,) converge vers ¢ |.

80) Vn € N> Un+1 = f(u2n)

(ugn) converge vers ¢ et f est continue en ¢ donc g, 41 —+> (o).
n——+0oo

Or f(¢) = ¢ donc |la suite (ug,.1) converge vers ¢ |.




9°) La suite des termes d’indices pairs de u et la suite des termes d’indices impairs de u convergent
vers une méme limite .

Ainsi |la suite (u,,) converge vers .

De plus, pour tout n € N, usy, < ¢ par la question 6.
Donc, par décroissance de f : f(ug,) > f(p).

Or f(v) = ¢ et f(ua,) = ugpt1 donc ug,1 > .
Finalement, ‘pour tout n € N, ug,, < 0 < Ugpyy ‘

Partie 3 : Etude de deux suites d’entiers
10°) Pour tout n € N, on pose H,, : p, € N* ¢, € N*, u,, = P
dn

* Hj est vraie.
% Soit n € N fixé. On suppose que H,, est vraie.
Pn €t g, sont dans N* donc p,,11 = p, + ¢, € N* et ¢01 = p, € N™.

1 n
De plus, 1 =14+ — =1+ n par H,.

Up, Pn
+ i .
Donc u, 1 = PoTGn _ Potl par définition des suites p et q.
Pn An+1
Ainsi, H, 1 est vraie.
% On a montré par récurrence que : |Vn € N, p,, € N*, ¢, € N*, u,, = Pn
dn

11°) Vn € N, ppi1 — pn = qn- Or ¢, € N* par la question 10 donc p, 11 — p, > 0.

Ainsi, |la suite (p,) est croissante.

Vn € N* ¢pi1 — @n = Pn — Pn_1 > 0 par ce qui précéde.
De plus, ¢1 — go = po — po = 0.
Ainsi, |la suite (g,) est croissante.

12°) Soit n € N.

Int2 2 2qn <= Pnt+1 2 24n
= Dot =200
= Pn 2 Gn
= Qnt1 2

Or la suite g est croissante donc ¢,11 > ¢, Aol @10 > 2q,.

On a montré : |Vn € N, ¢,.2 > 2q, |

1
13°) Pour tout n € N, on pose H,, : o, < —

p— 2n .
1 .
* aqp=—=1< o~ donc Hj est vraie.
qoq1 2
% Soit n € N fixé. On suppose que H,, est vraie.
1
Qppg = ———.
An+1Gn+2
Par la question précédente, g,12 > 2¢, et les termes sont strictement positifs par la question
10.
1 1 1 1
Donc < —. Comme > 0, il vient : < )
qn+2 2%1 Gn+1 qn+19n+-2 ZQnQn—H



C e, . 079
Ce qui s’écrit : a1 < > donc, par H,,, a,11

< .
— 2n+1

Ainsi, H, 1 est vraie.

% On a montré par récurrence que : |Vn € N, a,, < —|.

2n

14°) Pour tout n € N, on pose H,, : ppnt1Gn — Pudni1 = (—1)™

* pg=¢qo=1doncp; =2et ¢ =1.

Pigo —poi =2x1—1x1=1=(-1)° donc Hy est vraie.

% Soit n € N fixé. On suppose que H,, est vraie.

Prt2@nt1 — Prt1nt2 = (Pnt1 + Gna1)Pn — (Pn + @n)Pny1 par définition des suites p et ¢

= Pn+1Pn T qn+1Pn — PnDn+1 — Pn+1qn
= _<pn+1QH - ann-i—l)

=—(=1)"  par H,

- (-1

Ainsi, H, 1 est vraie.

* On a montré par récurrence que : |Vn € N, p,i1¢n — PuGne1 = (—=1)" |

15°) % On a vu, par la question 9, que : Vp € N, ug, < g et Vp € N, p < ugpiy.
Soit n € N.

Si n est pair, il s’écrit n = 2p avec p € N, donc, d’aprés ci-dessus : u, < ¢ < Upy.
Donc 0 < ¢ —up < Upyq — Up.

On en tire que |u, —@| = @—up, que |Uy 11 —Up| = Upr1—Uy, et que [u, —p| < Uy —uny].
Si n est impair, il s’écrit n = 2p + 1 avec p € N.

D’apres ci-dessus, ugpro < @ et ¢ < ugpir, Le. Uppr < @ < uy,.

Dot upt1 —up <o —u, <0 puis 0 < up — 0 < Up — U1

On en tire que |u, —@| = up—p, que [ty 11 —Uy| = Up—Upy1 et que [u,—@| < |Upr — Uy

Finalement, dans les deux cas, |u, — ¢| < |[tup11 — Uy

* Soit n € N. w1 —u, =
Comme la suite ¢ est strictement positive, on en tire |u,11 — u,| =

1 i < ! d <
Par la question 13, oy, < on donc [tn 1 — Up| o

* On a montré : |\Vn € N, |u, — ¢| < |[tpq1 — Uy| <

_ Dot Pn_ Potidn ~ Patnn _ (21 par la question 14.

dn+1 Gn Indn+1 qngn+1
1

gndn+1

= Q,.

1

S onf

16°) Soit n € N. On a u, € Q; cherchons & avoir |u, — | < 1072

1. 1 L, .
Comme |u,, — ¢| < o il suffit que o < 1072, i.e. que 100 < 2™ (puisque 2™ > 0 et 100 > 0).

Comme 27 = 128 > 100, n = 7 convient. Calculons u; = b1 a 'aide d’un tableau :

Ainsi,

qr

nl0[1]2][3[4][516]7
n | 1 13]21 [ 34
111235 8 1321

w
ot
oo

Uy = 21 est une approximation rationnelle de ¢ & 1072 prés.




