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Devoir maison 1.

1°) a)

b)

2°) a)

Exercice

Pour tout x > 0, f(z) = zIn(z +2) — zlnzx.
hII(l) In(x + 2) = In(2) donc lir% rln(z+2)=0; et lin% xInz = 0 (croissances comparées).
T— T— r—

Donc lirr(l) f(z) =0= f(0)| Ainsi, ‘f est continue en 0.‘
r—r

Soit = > 0.
f(z) — f(0)

=In(r+2) —Inzx — +o0
x z—0

Ainsi, ‘ f n’est pas dérivable en 0 ‘ et la courbe de f admet au point d’abscisse 0 une demi-
tangente verticale.

Pour tout h €] — 1, +00[\{0},
In(1+h) In(l+h)—In(1)

h h

On reconnait un taux d’accroissement de la fonction In ; comme cette fonction est dérivable
en 1 :

. In(1+hn) ., 1
}Zgr(l)T—ln(l)—I—l.

Par ailleurs, pour x > 0,

2
x
Comme hI_El — = 0, par composition avec la limite précédemment établie, on obtient que
T—+00 U
li =2|
Jm J(@)

f est dérivable sur ]0,4+o00| comme produit et composée de fonctions dérivables et, pour
tout = > 0,

)= (

<x+2) 2
=|In —
T T+ 2

f" est dérivable sur |0, +oo[ comme quotient, composée et somme de fonctions dérivables.

T+ 2 r—(x+2) x
+x X X
x? xr+2

Ainsi, | f est deux fois dérivable sur ]0, +ool|.
Pour tout x € R,

" x— (v +2) x 2
= X

/@) x? x—|—2+(x+2)2
2 2 mwe2dw 1
oz +2) (422 T a@4+2)? | z(r+2)?
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b) Soit > 0, f”(x) < 0. Ainsi, f’ est strictement décroissante sur |0, +00.

x+2 2 2 2
S.t O ! :1 —_— :1 1 — J—
oit x > 0, f'(x) n( ) P n(—l— )

x T x+2

Dong, par opérations, | lim f'(z) =0/
T—>+00

Par stricte décroissance de f’, on en déduit que, | pour tout = > 0, f'(x) > 0]|.

c) Tableau de variations de f :

x 0 +00

Signe de f"(x)

Iz T
/

0

Signe de f'(x)

2

0

3°) a) w est dérivable sur R, comme quotient de fonctions dérivables et, pour tout x > 0 :

o () = r+2—x 4
T (42?2 (4 2)2
Ainsi,
x 0 +00
u'(x) +
2
u /
0
2 2
Pour z > 0,u(z) = ac2 = 5 — 2
$<1+_) 1+_m—>+oo
x T
b) Soit = > 0.
x+2 2x
_ — 2] _
o)~ ula) = o (222 - 2

ot zf(2) :x(ln <x12) —xiQ)

(1’—1—2) 2
=xln —

x xr+2
D'ou | f(x) — u(x) = z f'(z).

Comme zf'(x) > 0 pour tout x > 0, on en déduit que f(x) > u(z).
Ainsi, | H est en-dessous de C|.

Voir le tracé de la courbe & la fin de la premiére partie.



c)

d)

4°) a)

b)

Soit A > 0. La tangente & C au point M, a pour équation :

y=I W=+ [

Pour connaitre le point d’intersection avec ’axe des ordonnées, il suffit de faire z = 0 dans
I’équation.
L’ordonnée du point d’intersection est :

AL () + F(A) = |u(d)

car, pour tout z > 0, f(z) — u(z) = xf'(x). Donc le point d’intersection est bien le point
I de coordonnées (0, u(A)).

Ce point I s’obtient facilement & partir de H : c’est le point de ’axe des ordonnées qui a
méme ordonnée que le point de ‘H d’abscisse A.
Pour tracer la tangente a C au point M), il suffit donc de relier le point M, et le point I}.

Explications pour le tracé de H :

Le point d’abscisse 0 a pour ordonnée u(0) = 0, et la pente de la tangente en ce point vaut
uw'(0) = 1.

Le point A a pour coordonnées (2,1) car u(2) = 1.

La tangente en A a la courbe H a pour pente u'(2) = 7

La tangente en M, a la courbe C est la droite qui passe par le point I5(0,1) et M(2,21n2).

u(z) —+> 2 donc la droite d’équation y = 2 est asymptote horizontale a H.
T—r+00

y = 2 _____________
2ln2, My omez=ziT %
Iy| - 1
T
————— _ VA
J |
=

2 2 9_9
/ ’ dx:/ rre—2 dx
1 T+2 1 x+2
2 2
= 1— d
/1( x+2) v
= [z —2In(z +2))}
=2-—2In(4) — (1 —2In(3))

/12 . f_ 5 de =1-4In(2) +21n(3) car In(4) = In(2?) = 2In(2)

2 2
Les fonctions w : x +— T et vz~ ln(x—i_

5 > sont dérivables sur [1,2] et pour tout
T

3



v(m):ln(x12> U'(x)zx_(;”)x v

Par intégration par parties :

2 x2 T+ 2 2 22292 1
de = |21 B
/1f<x)x {2 n( :c )L /1 N

22

1 2
= = n(2) — 5 In(3) + /1

—2In(2) — %111(3) +142In(3) —41n(2)

d
T+ 2 o

/Qf(x) de =1+ gln(?)) —2In(2)

d’apreés la question précédente



