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Devoir maison 11.

À rendre le jeudi 27 mars 2025

Exercice

Le but de cet exercice est de calculer, pour tout n ≥ 2,

S =

n−1∑
k=1

1

1− ei
2kπ
n

.

Question préliminaire :
Soit T = apX

p + ap−1X
p−1 + · · ·+ a0 un polynôme de degré p ∈ N∗, que l’on suppose scindé.

Rappeler la formule donnant la somme des racines de T .

Étude d’une suite de polynômes

On définit la suite de polynômes (Qn)n∈N par :

Q0 = 1 et ∀n ∈ N, Qn+1 = Xn+1 + (X − 1)Qn (∗)

1◦) a) Calculer Q1, Q2 et Q3.
Faire une conjecture sur le degré de Qn et le coefficient dominant de Qn pour tout n ∈ N.

b) Démontrer cette conjecture.

2◦) Montrer que pour tout n ∈ N,

Qn =

n∑
k=0

(X − 1)kXn−k

.

3◦) Pour tout n ∈ N∗, on note bn le coefficient de Xn−1 dans Qn.

Déduire de la question précédente que, pour tout n ∈ N∗, bn = −n(n+ 1)

2
.

Calcul de S

Dans cette partie, n ≥ 2 est un entier fixé.

On pose P =

n−1∑
k=0

Xk = Xn−1 + · · ·+X + 1.

On note, pour tout k ∈ {0, . . . , n− 1}, ωk = ei
2kπ
n .

4◦) Montrer que les racines de P sont les ωk pour k ∈ {1, . . . , n− 1}.

5◦) Soit x ∈ C\{1}. On pose y =
1

1− x
.

Exprimer x en fonction de y, puis montrer :

P (x) = 0⇐⇒ Qn−1(y) = 0.

6◦) Exprimer les racines de Qn−1 en fonction des ωk.

7◦) En déduire la valeur de S.


