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Corrigé du devoir maison 10.

1°) f est bien une apphcatlon de R? dans R?, montrons qu’elle est linéaire.
Pour tout ((z,), («/,y')) € (R?)” et tout \ € R,

f(z,y) + (2,9) = fF Qo+ 2", Ay + )
=2\ +2)+30y+v), \e + 2" + 20y +¢))
= (A2z + 3y) + 22" + 3y, Mz + 2y) + 2’ + 2¢)
= A2z + 3y, x + 2y) + (22" + 3y'z" + 2¢)
= \(z,y) + f(2',y)

Donc | f € L(R?)|.
2°) a) Pour tout (z,y) € R?

(f2—4f +id)(z,y)

= [H(x,y) — 4f (z,y) +id(z, y)

= [ (f(z,y)) — 42z + 3y, z + 2y) + (z,9)

= f(2x + 3y, + 2y) + (—7Tz — 12y, —4x — Ty)
(2(2x 4+ 3y) + 3(x + 2y), 2z + 3y) + 2(z + 2y)) + (—=Tx — 12y, —4z — Ty)
= (Tx + 12y, 4x + Ty) + (—7Tx — 12y, —4a — Ty)
= (0,

0)

Ceci pour tout (x,y) € R* donc | f2 —4f +id=0]|.
b) On peut donc écrire —f o f + 4f = id, soit :

—fof+44dido f=id ie. (—f+4id)o f=id
Cela s’écrit aussi :
fo(=f)+ fodid=id ie fo(—f+4id)=id

On peut donc conclure que f est bijective de réciproque f~' = —f + 4id. Comme f est

linéaire, on conclut que f est un |automorphisme de R?|.

Pour tout (z,y) € R?, f~(z,y) = —f(2,y)+4(z,y) donc | f ' (z,y) = (20 — 3y, —z + 2y) |
3°) a) Le discriminant de ce trinéme du second degré est A = 16 — 4 = 12 = (2v/3)?, donc les

4-2V3 4+2V3

racines sont 5 et 5 Donc,

M=2-V3] et |[M=2+V3




b) Soit (z,y) € R%

(z,y) € Ker(f — Mid) <= (f — Mid)(z,y) = (0,0)
= flr,y) — (2= V3)(z,y) = (0,0)
> (22 + 3y, + 2y) — (20 — V3, 2y — V3y) = (0,0)
— (V3z + 3y, z +V3y) = (0,0)

3y+\/§x:0
<:>{ z4+v3y =0

<:>a:+\/§y:0 carL1:\/§L2
= az=-V3y
Ainsi Ker(f — Mid) = {(—=V3y,y) / y € R} = {y.(—V3,1) / y € R} = Vect((—V/3,1)).

C’est I'ensemble des vecteurs colinéaires a (—+/3, 1), donc aussi I'’ensemble des vecteurs

colinéaires & —(—v/3,1) = (v/3, —1).

Donc, | Ker(f — Ay id) = Vect((v/3, —1))|.

C’est bien | une droite vectorielle, de famille génératrice (u;) avec u; = (v/3, —1).

c) Posons, pour tout n € N : H,, : f"(uy) = Al.ug et f*(u2) = Ay.us.
e Pour n =0, fO(u1) = id(uy) = uy et A\{.u; = 1.uy = uq, donc on a bien fO(uy) = A.u;.
De méme, fO(us) = A.up. Ainsi Hy est vraie.
e Soit n € N fixé. Supposons H,, vraie.

) = f(f"(w))
= f(A'.u1)  par hypothése de récurrence
= A'.f(uy) car f est linéaire
= A[A1up car uy € Ker(f — Ajid)
= Xf“.ul
De méme, [ (ug) = f(AS.ug) = NJ. f(ug) = ANJAg.ug = A3 uy.
Donc H, i est vraie.
e Conclusion : |pour tout n € N, f™(uy) = Al.ug et f™(u2) = A\y.us.
4°) a) Posons, pour tout n € N: H,, : a,, €N, b, € N.
e Hj est vraie.
e Soit n € N fixé. Supposons H,, vraie.
ap+1 = 2a, + 3b, et b,11 = a, + 2b,. Par hypothese de récurrence, a, et b, sont des
entiers naturels donc a,; et b,y; aussi comme somme et produit d’entiers naturels.
Donc H, i est vraie.
e Conclusion : ’pour tout n € N, a, et b, sont des entiers.‘

b) Vn € N, (ani1,bni1) = (2a, + 3by,, ay, + 2b,) done (ani1,bns1) = f(an, by).
Pour n € N, on pose H,, : (an,b,) = f"(ag, bp).
o [%ag,by) = id(ag, by) = (ag,by) donc Hy est vraie.
e Soit n € N fixé. On suppose que H,, est vraie.

(Ani1;bn11) = flan, by) = f(f"(ao,bo)) par H,.

Donc (any1,bni1) = f o f*(ao,bo) = " (ao, bo).
Donc H, y; est vraie.

e Conclusion : |pour tout n € N, (a,, b,) = f™(ag, by).
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c) Onauy +uy = (V3,—1) + (v/3,1) = (2¢/3,0), donc | (1,0) = FUl + F
d) Soit n € N,
(an, bn) = f"(ao, bo)
:fn(l,())
O SR
-/ (2f 2/3 )
—Tf"( )+1—\/_f"( ug) car f" est linéaire
2\/_)\?1“—1— \/§A2u2 d’aprés 3c
2=V s 2 V)T
=" (V3,-1) + e (V3,1)
(=32 VE) 2+V3)" - (2 VE)"
- : 7 e
Ainsi,
1 1
pour tout n € N, anzé((Q—l—\/g) + (2 - V3) )etbn:2—\/§((2+\/§) —(2-V3)").




