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Exercice 1

Soit n € N*.
La fonction f, est continue sur [1, +00[, qui est un intervalle.
De plus, f,, dérivable par produit et somme et :

Vo e l,+oof, fi(x)=na"""In(z)+ m”é = 2" ' (nln(z) +1).

n

Or pour tout = € [1,4o0[, In(z) > 0 et z"' > 0 donc f/(z) > 0. Ainsi f, est strictement
croissante sur [1, 4+o0].

Dong, par le théoréme de la bijection, f,, réalise une bijection de [1, +oo[ sur f, ([1, +o0[). Or
fu(l) = —1et IETOO fn(x) = 400, donc f, réalise une bijection de [1, 400 sur [—1, +o0].

Comme 0 € [—1,+o0[, 0 admet un unique antécédent x, dans [1,4o00], ce qui revient a dire

que |I’équation f,(x) = 0 admet une unique solution z,, dans [1, +oo[|.

Remarque : Ainsi, pour tout n € N*, 2 Inx,, = 1.

Soit n € N*.
foi1(xy) = 2" In(x,) — 1 = z,2" In(z,) — 1 = 2, — 1 puisque 2" In(z,,) = 1.

Comme z,, > 1, on en déduit : | f,11(x,) > 0|

Or fu1(2ns1) = 0 donc fry1(2n) > fosi(Tng1).
Comme f, . est strictement croissante, nécessairement, x,, > x,,1 (si on avait =, < 2,1, la
stricte croissance de f, 1 imposerait f,1(z,) < fot1(@ni1)).

Ainsi, |la suite (x,,) est décroissante |

(z,) est décroissante et minorée par 1 donc elle converge.
Notons ¢ sa limite ; comme pour tout n € N*, x,, > 1, on a ¢ > 1.
Par I’absurde, supposons que ¢ > 1.

On sait que pour tout n € N*, 27 In(x,,) = 1.

Pour tout n € N*, 2" = exp (nln(x,)).

Comme ¢ > 1> 0, In est continue en ¢, donc In(x,,) - In(¢) > 0.
n—-+0oo

D’ow, par produit de limites, nIn(z,) — -+oo.
n——+o0o

Par composition de limites, exp (nIn(z,)) — +o0.
n—+oo
Par produit avec In(z,) qui tend vers In(¢) > 0, on obtient que z In(x,) — +oc.
n—+o00

Pourtant, pour tout n € N*, 27 In(z,,) = 1, donc 2] In(x,,) - 1 : contradication de I'unicité
n—-+0oo

de la limite.
Donc |z, — 1.

n—oo

Pour tout n € N*, f,(1) = —1 # 0, donc z,, # 1.

1
Ainsi, pour tout n € N*, In(x,,) # 0, ce qui nous permet d’écrire : x!' = m
n(x,
Or z,, — 1 et pour tout n € N*, z,, > 1, donc In(z,,) — 0 et pour tout n € N* In(z,,) > 0;
n—oo n—oo

on en déduit que |z, — 400 |.
n—o0




Exercice 2

1°) Posons, pour tout n € N, P, : "les réels x,, et y,, existent et 1 < x, < y,,".
e P est vraie car xg et yg existent et vérifient bien 1 < zy < yy par hypothese.
e Supposons P, vraie pour un n € N fixé.
Comme y,, > x, > 1, les réels x,, et y, sont positifs donc /z,, et |/, existent, donc 4,
et yni1 existent bien.
On a également ,/y, > /o, > 1 par stricte croissance de la fonction racine, d’ou :

xn+1:%(:cn+\/y_n)>%(1+1):1etyn+1:%(\/ﬁ+yn)>%(1+1):1
Enfin,
(Yn = Zn + VTn = \/yn)
(Vo + V) (Vi = V) = (Vi = Vn))
=5 (Vi + Van = 1) (Vi = V)
Comme /Yy > \/Tn, ON & /Yy — /Tn > 0, et on a aussi \/z, > 1 et \/y, > 1 donc

V/Yn + /T, — 1 >1>0. Ainsi, yp11 — Tpi1 > 0.
On a bien montré que 4,11 > x,41 > 1: P, est vraie.

e Conclusion : |les suites (z,,) et (y,) sont bien définies, et pour tout n € N, 1 < z,, < y,, |-

Yn+1 — Tn4+1 =

| — N =N~

2°) e Supposons que (z,) converge. Notons ¢ sa limite.
On a alors x,41 — ¢, donc /Yy, = 2211 — 2, — 20—L=1{ douy, — (2. Ainsi,
n—+o00

n—-+0oo n——+0oo
la suite (y,) converge aussi.
On a aussi, pour tout n € N, \/z, = 2y,41 — yp, donc z,, = 4y721+1 + 42 — 4Yp11Yn. Par
passage a la limite, on obtient ¢ = 4(¢%)? 4 (£%)? — 40*¢* = (.
Comme pour tout n € N, z,, > 1, par passage a la limite, £ > 1. En particulier ¢ # 0 donc
onal=/¢, etcomme( estun réel, / =1. On a donc /% = 1.
Finalement, si (z,) converge, alors (x,) et (y,) convergent toutes les deux vers 1.

e Dans le raisonnement ci-dessus, on n’a pas utilisé le fait que xy < yy. Comme les relations
de récurrences vérifiées par les deux suites sont symétriques, les roles des deux suites sont
symétriques dans le raisonnement ci-dessus, donc en échangeant les roles de (x,,) et de (y,)
on obtient que si (y,) converge, alors (z,) et (y,) convergent toutes les deux vers 1.

e Conclusion : ’ si I'une converge, alors l'autre aussi, et alors elles convergent toutes les deux vers 1.‘

1
3°) Soit n € N, on a yp11 — yp = 5(,/3:,1 — UYn)-
Or z, > 1 donc /x, < x,, et d’aprés la question 1, z, < y,, donc /z, < ¥,. Ainsi,

Yn+1 = Yn < 0.
Ceci pour tout n € N donc (y,,) est décroissante.

De plus (y,) est minorée (par 1, d’aprés la question 1), donc (y,) converge.

D’apres la question 2, on peut conclure que |z, — 1lety, — 1.

n—-+oo n—-+oo

4°) Comme (y,) est décroissante, si (z,,) et (y,,) étaient adjacentes, (x,,) serait croissante et puisque
1 est la limite commune & (z,) et (y,), on aurait, pour tout n € N, z, <1 < y,.

Ce n’est pas possible d’aprés la question 1.

Donc | (z,,) et (y,) ne sont pas adjacentes |




1
5°) Pour tout n € N, z,,41 — z,, = 5(\/% —Ty).

Posons, pour tout n € N, @, : v, < 22.
e () est vraie puisque yy < z2.
e Supposons (), vraie pour un n € N fixé.

1
x721+1 = Z(x% + Yn + an\/ yn)'
Or, par hypothése de récurrence, x2 > y,,, donc

1 1
x721+1 > Z(2yn + 21'11\/ yn) = 5(?/71 + Tnr/ yn)
Or z, > 1 donc x,, > /T, et \/y, > 1 donc par produit, x,+/y, > \/T,. On obtient bien :
1
x721+1 > E(yn + v xn) = Yn+1-
e Conclusion : pour tout n € N, y, < 22, donc /y,, < x,,.

1
Donc pour tout n € N, z,,1 — x,, = 5(, /Un — x) < 0. Donc | (z,,) est décroissante |.




