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Corrigé du devoir maison 6.

Exercice 1

1°) Soit x € R\ Z. Alors |z| < x < |x] + 1. Ce qui s’écrit z — 1 < |z| < z.

—x ¢ Zdonc |—z| < —z < |—x]+ 1. Dot —z -1 < |—x] < —=z.

En sommant membre & membre, —2 < |z| + |—x] < 0.

Or |z]+|—z] € Z. Donc | |z| + |—x]| = —1| (car —1 est le seul entier de 'intervalle | — 2, 0][).
2°) a) Soit k€ {1,...,¢—1}.

k
Supposons que P € Z. Alors ¢ divise kp. Or ¢ et p sont premiers entre eux donc, par le

lemme de Gauss, ¢ divise k : ceci est exclu puisque k < g — 1.
k k k

Ainsi, =P ¢ Z. D’ou L—pJ + {——pJ =—1.
q q

q
q—1 a-1
pone, 5 +7 =3 (| 2]+ |- 2] ) X1~
k=1 q 1 k=1
Finalement, ‘S +T=1-¢q ‘
b)
qg—1
T —k—pJ
k=1 - q
q—1 ( . )
:Z _MJ en posant j = q — k (donc k = q — j)
.
q—1 .
=1 L
q—1

Ainsi, | S —T =p(g—1)|

T=—(¢g—1 — —
ot (=1 donc en faisant la demi-somme : w )
§S=T=plg—1) 3

N
I

c) On sait : {




Exercice 2

1°) Sy est Pensemble des suites récurrentes linéaires d’ordre 2 d’équation caractéristique (K) :
2
r*—=>5r+6=0.

5—1
Son discriminant est A = 25 —24 = 1, les solutions de (K) sont donc

2
D’aprés le cours, si u € Sy, alors il existe des réels A et u tels que : Vn € N, u,, = A3" 4+ u2™.

1
=J3et = 2.

Dans le cours, nous n’avons pas explicitement écrit la réciproque, mais elle est vraie : st A\ et
i sont des réels et que pour tout n € N, u, = A3" + u2", alors u € Sy car, pour tout n € N :

Upyo — Dlpi1 + Uy = A2 4 202 — 53" 4 427 4 6(A3" + p2")
= A3"(3° = 5.346) + p.2" (2° — 5.2+ 6)
=0 car 3 et 2 sont solutions de (K)

Ainsi | Sy ={ueRY /3(\,pn) €R?, VneN, u, =A3" + u2"} |,

2°) Soit A un réel, on pose, pour tout n € N, v, = A.5".

(vy) €S <= Vn €N, v,19 — bvyyq + 6v, =5"
< VneN, A5"? -5 A5" 4 6.45" =5"
<~ VYneN, 6.A5"=5"

1
<:>A:6 car pour tout n € N, 5" #£ 0

1
Ainsi, |la suite (v,) telle que pour tout n € N, v, = 65”, est dans S.

3°) Soit (u,) une suite de réels.

(up) € S <= Vn €N, upyo — by + 6u, =5"

Vn € N, tpy9 — Spi1 + 6u, = vy — Hv,p1 + 60, car (v,) € S
Vn €N, (tnr2 — Vpi2) — 5(Uns1 — Ung1) + 6(up, —v,) =0

(up, — vy) € Sy

I\ p) €ER? VneN, u, —v, = A3" + p2"

(R

1
I\ pn) €ER? Vn €N, un:)\3"+u2"+65”

6

On a un résultat similaire a celui pour les équations différentielles : S est I’ensemble des
solutions d’une équation linéaire d’inconnue u € RN, et Sy est I’ensemble des solutions de
équation homogéne associée. On constate que les éléments de S sont bien les sommes dune
solution particuliére et d’une solution de I’équation homogene.

1
Ainsi, | S = {UERN /3N pu) €R? VneN, un:)\S”—l—,u2”+—5"}.




Exercice 3

1°) Pour n € N, on note H, : le réel u,, existe et u, > 0.
e Hj est vraie.
e Soit n € N fixé.
On suppose que H,, est vraie i.e. u,, existe et u,, > 0. Alors, 1 4+ nu,, > 0.
Donc, comme quotient de deux réels strictement positifs, u, 1 existe et u,.1 > 0. Ainsi,
H, . est vraie.
e On a montré par récurrence que, | pour tout n € N, u,, existe et u,, > 0.

2°) Soit n € N.

1 1 1+ nu, 1

Un+1 Unp U, Up
1 1
Un Un
1 1
— ="
Un+1 U,

3°) Méthode 1 : faire apparaitre une somme télescopique

Soit n € N*.
1 1
Vk € N, - — =k
Uk+1 Uk

En sommantdek=0ak=n—-1:

1 1 1 1 1 1 1 1 n(n —1)
RN — RN — ____.I_ _ —
Uy Up U2 UL U U2 n  Un—1 2
1 1 nn-1) .
—_———=— par téléscopage
Uy,  Ug 2
izl_’_n(n—l):Q—i—n(n—l)
Up, 2 2
2
Up = ———————
n(n—1)+2

1
Méthode 2 : Conjecturer une formule pour — comme dans l'exo 1 du TD 8

. 1
Ainsi, en posant pour tout n € N, v, = — onauvyg=1et:
un

Vnen, vy, = v, +n.

n—1
Posons, pour tout n € N*, P, : v, = vy + Z k.
k=0

1-1
e P est vraie car v; = vg+ 0 et Zk: = 0.
k=0



e Supposons P, vraie pour un n € N* fixé.

n—1 n
Untl = Up + N = v + Zk +n=1vy+ Zk, donc P, est vraie.
k=0 k=0
n—1
. , 1 n(n—1 24n(n—-1
e Conclusion : pour tout n € N*, vn:vo+2k ie. —=1+ ( ) = ( )
ps Up, 2 2
On ret tout n € N* 2
n retrouve que pour tout n Up = ———— |
anep ’ 24+n(n—1)

Ainsi, par opérations, |u, — 0|
n—-+o0o




