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Corrigé du devoir maison 5.

N

) de = - Eu—m)%r— ;

0

1 1
1°) uo—/ \/1—:cd:r;——/ (—(1—:1:')
0 0

1
2°) a) Soit n € N. w4 :/ "t/1 — zda.
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On pose, pour tout x € [0,1], f(z) = 2" et g(x) = 3(1 —)2. Les fonctions f et g sont
de classe C', et pour tout x € [0, 1],

N

f(x)=Mn+1)2" et ¢x)=vi—a=(1-2x)

Par intégration par parties,
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Un+1 = g(n =+ 1)(un - unJrl)

b) On a donc, pour tout n € N,

tpr1 =2(n+ Duy, —2(n 4 Dy
(2n + 5)upy1 = 2(n + 1)u,
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Up+1 = U,

c) Pour tout n € N*,
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= n 4(—2?) j(LnE)l ) ;Z i ? u, par la question précédente
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Ainsi, |la suite (ay,) est géométrique de raison 4.




d) On a donc, pour tout n € N, o, = 4™ .
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Orao—mu0—6u0—6§—4.

nl(n + 1)!4nJrl '

Ainsi, pour tout n € N, o, = 4" d’out |u,, = (2n + 3)!
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3°) Soit n € N.
Posons z = 1 — t2; la fonction ¢ — 1 — ¢ est bien de classe C! sur R. On a dz = —2tdt. On
ax=0pourt=1etxz=1pourt=0, donc, par changement de variable dans wu,, :

Uy, = /0(1 —tH"/1 — (1 —2)(=2t)dt
= /1(1 — £2)"V/122t dt
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(1—t3)™2dt  car VI2 =t lorsque t € [0,1]
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b) Soit n € N.

jus

In—Insi = [ (sin6)>* a6 — / " (sin§)>+3 ¢
0
((sin 0)*"*' — (sin 0)*"*?) do

(sin )" (1 — (sin0)?) do
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Posons = = (sin 6)?, la fonction 6 — (sin#)? est bien de classe C* sur [0, Z].

On a dx = 2cosfsin 6 df, ce qui peut s’écrire 2/1 — (sin )2 sin 6 df sur [0, 5] car cosf > 0
sur cet intervalle.

Sif =0alors z=0,si 0 =7 alors v = 1.
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]n—In+1—§/02 ((81n9 \/1— sin 6) 2\/1— 81n9) sin 6 df

1 1
=3 / 2"v1—xdx par le changement de variable
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On obtient bien, pour tout n € N, | [,, — I,,11 = §un )

c) Soit neN. I,,;; = /2 (sin §)*" "2 sin 6 d6.
0
On pose, pour tout 6 € [0,5], u(f) = (sin#)**** et v(d) = —cosf. Les fonctions u et v
sont de classe C', et pour tout ¢ € [0, 3],
u'(0) = (2n 4 2) cos O(sin §)** T et /() =sind

Par intégration par parties,
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d) On a donc, pour tout n € N, I,,;; = (2n + 2)% = (n+ 1)u, , donc pour tout n € N*,

In = NUp-1
B (n - Din!
(2n +1)!
@,
T @2n+ 1)
(on)?
Et c’est encore valable pour n =0 car Iy =1 et 49 = 1.

(1!



