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Exercice

On pose, pour tout n ∈ N,

un =

∫ 1

0
xn
√
1− x dx.

1◦) Calculer u0.

2◦) a) Montrer que pour tout n ∈ N, un+1 =
2

3
(n+ 1)(un − un+1).

b) En déduire une expression de un+1 en fonction de un, pour tout n ∈ N.

c) On pose, pour tout n ∈ N, αn =
(2n+ 3)!

n!(n+ 1)!
un. Justifier que (αn) est une suite géométrique.

d) En déduire l’expression de un en fonction de n, pour tout n ∈ N.
3◦) A l’aide du changement de variable x = 1− t2, montrer que pour tout n ∈ N,

n∑
k=0

(
n

k

)
(−1)k

2k + 3
=

(n+ 1)!n!

(2n+ 3)!
22n+1.

4◦) Question facultative
On pose, pour tout n ∈ N,

In =

∫ π
2

0
(sin θ)2n+1 dθ.

a) Calculer I0.

b) À l’aide du changement de variable x = (sin θ)2, montrer que pour tout n ∈ N,

In − In+1 =
1

2
un.

c) À l’aide d’une intégration par parties, montrer que pour tout n ∈ N,

In+1 = (2n+ 2) (In − In+1) .

d) Déduire des questions précédentes que pour tout n ∈ N, In =
(n!)2

(2n+ 1)!
4n.


