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Exercice 1

On va raisonner par analyse-synthèse.
• Analyse

Supposons que f : R→ R vérifie la relation (∗).
On a donc, pour tout réel x, f(x) + xf(1− x) = 1 + x, mais aussi, en évaluant (∗) en 1− x :

f(1− x) + (1− x)f (1− (1− x)) = 1 + 1− x

i.e. f(1− x) + (1− x)f(x) = 2− x

d’où f(1− x) = 2− x− (1− x)f(x).

On obtient donc, en remplaçant dans la première égalité :

∀x ∈ R, f(x) + x (2− x− (1− x)f(x)) = 1 + x

f(x) + 2x− x2 − (x− x2)f(x) = 1 + x

(1− x+ x2)f(x) = 1− x+ x2

Le discriminant du trinôme x2 − x + 1 vaut (−1)2 − 4 = −3 < 0, donc pour tout x ∈ R,
1− x+ x2 6= 0, ce qui nous permet d’obtenir :

∀x ∈ R, f(x) = 1.

• Synthèse
Posons, pour tout x ∈ R, f(x) = 1.
Alors, pour tout x ∈ R,

f(x) + xf(1− x) = 1 + x× 1 = 1 + x.

Ainsi, f vérifie (∗).
• Conclusion

Il existe une unique fonction f : R→ R vérifiant (∗), c’est la fonction constante égale à 1.

Exercice 2
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2◦) Soit n ∈ N∗ et k ∈ {1, . . . , n}.
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3◦) Donc, pour tout n ∈ N∗,
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4◦) Soit n ∈ N∗. Si n = 1, S1 =
1

1

(
1
1

)
(−1)1−1 = 1, c’est bien égal à

1∑
k=1

1

k
.

Supposons maintenant n ≥ 2. On a donc, pour tout k ∈ {1, . . . , n − 1}, Sk+1 − Sk =
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