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Exercice

On note E l’ensemble des fonctions f : R∗+ → R dérivables telles que :

(∗) : ∀a > 0, ∀b > 0, f(ab) = af(b) + bf(a).

On note de plus :
ϕ : R∗+ → R

x 7→ x lnx.

1◦) Montrer que ϕ ∈ E .
2◦) Montrer que : ∀λ ∈ R, λϕ ∈ E .
3◦) Dans la question 3, f désigne une fonction de E .

a) Montrer que f(1) = 0.

b) Soit b > 0 fixé. Quelle égalité obtient-on en dérivant la relation (∗) par rapport à a ?
c) En choisissant des valeurs judicieuses de a et b, montrer que :

∀x > 0, xf ′(x)− f(x) = λx

en posant λ = f ′(1).

d) En déduire l’expression de la fonction g : x 7→ f(x)

x
sur R∗+.

e) En déduire que f = λϕ.

4◦) Quel est le résultat que l’on a démontré dans cet exercice ?
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