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Chapitre 8. Suites numeériques.

1 Généralités sur les suites réelles
1.a Définition
Définition :

Une suite réelle est une application v de Ndans R: u: N — R

Conventions et vocabulaire :

e L’image u(n) de lentier n est plutét noté u,, et on Iappelle le niéme terme de la suite w.

On l'appelle aussi le terme général de la suite.

e La suite se note u, ou (up)nen, U (Up)n, OU (Up)...

/\ En tout cas pas u, qui est un réel!!

e L’ensemble des suites réelles est noté RY.

On écrit par exemple : (3"), oy € RY.

e La définition s’étend aux suites définies seulement & partir de 1, ou & partir d’'un ng € N*.

La suite est alors notée (up)nen+ ou (Un)n>ng-

Représentations graphiques possibles

Sur 'axe des réels :

Représentation comme fonction :

R




1.b Opérations sur les suites, relation d’ordre

Soient u et v des suites réelles. On définit :
e La suite somme u + v comme la suite de terme général u,, + vy,
e La suite produit u X v comme la suite de terme général u,, X v,
e La suite \.u, avec A € R, comme la suite de terme général Au,,
. . . u . . Un,
e Si pour tout n € N, v, # 0, la suite quotient — comme la suite de terme général —
v Un,
Les lois + et x ainsi définies sur Pensemble des suites RY ont de bonnes propriétés : commutativité,

associativité, distributivité... mais attention! Ce n’est pas toujours comme dans R :

e Si pour tout n € N, u,, < vy, alors on note : u < v.



1.c Caractéristiques éventuelles d’une suite
Définition :

Soit v € RN, On dit qu’elle est :

e constante si

e stationnaire si

e majorée si

e minorée si

e bornée si

e croissante si

e strictement croissante si

e décroissante si

e strictement décroissante si

e monotone si

e gstrictement monotone si

A Il existe des suites ni croissantes, ni décroissantes : par exemple

Deux méthodes (parmi d’autres) pour montrer qu'une suite (u,)pen est monotone ou strictement

monotone :
[ ]
[
- n & 27'L
Exemples : Etudier la monotonie des suites de termes généraux : u, = E e Un = —
n!

k=0
% Démonstration 1



Remarque :
Les deux suites précédentes sont définies explicitement : on donne, pour tout n € N, ’expression de u,,
en fonction de n uniquement. Mais une suite peut aussi étre définie :
e implicitement : par exemple,
"On pose, pour tout n € N, u, le nombre d’entiers inférieurs ou égaux a n qui soient premiers"
"On pose, pour tout n € N* u,, I'unique solution de I’équation z — In(x) = n dans [1, +ool"
e par récurrence : on donne une relation entre wu,y; et w, (ou bien entre unio, Upt1 €t up;
entre uy+1 et tous les uy avec k < n...); et on donne aussi les valeurs d’un ou plusieurs premiers

termes ; de sorte que ’on pourrait calculer les termes successifs de la suite de proche en proche...

1.d Suites récurrentes
Définition :

On appelle suite récurrente simple toute suite u définie par la donnée de ug et d’une relation :

VneN, uyp1 = f(un)

ou f est une fonction d’une variable réelle & valeurs réelles.

1
U0:§

Exemple :
P {VHEN, Upt1 = V1 — Uy

A L’existence d’une telle suite n’est pas évidente a priori.
Considé le:d =73
onsidérons par exemple :
VneN, vyt =1 —u,
Montrons cependant que dans notre premier exemple, la suite (uy,) est bien définie :
A Démonstration 2

De fagon plus générale, on essaye de trouver un intervalle I qui soit stable par f et tel que ug € I...
Définition :
Soit f une fonction d’une variable réelle & valeurs réelles.

On dit qu'un intervalle I de R est stable par f si

Par exemple, avec f:x+— 1 —x :

On peut alors redémontrer que la suite (u,) est bien définie a 1’aide d’une récurrence trés rapide, en

posant, pour tout n € N, | P, : "le réel u,, existe, et il est dans I" |.




1l.e Les exemples classiques de suites récurrentes simples a connaitre

e S’il existe un réel (ou un complexe...) r tel que : Vn € N, |upi1 = up + 1| :

(un)nen est une suite arithmétique de raison r.

Une récurrence sur n permet d’obtenir le terme général de fagon explicite :

e S’il existe un réel (ou un complexe...) g tel que : Vn € N, :

(un)nen est une suite géométrique de raison q.

Une récurrence sur n permet d’obtenir le terme général de fagon explicite :
Si la suite n’est définie que sur N* : Vn € N*,

On verra qu’elle converge si et seulement si

e S’il existe des réels a et b tels que : Vn € N, ‘Un+1 = au, + b‘ :

(un)nen est une suite arithmético-géométique.

Méthode a connaitre : ‘ Résoudre £ = af + b ‘ La suite (uy, — {) sera alors géométrique, ce qui

permet d’en tirer u, en fonction de n.

up, + 1

Exemple : Soit (uy)nen la suite définie par ug =0 et : Vn € N, upp1 = 5

Pour tout n € N, exprimer u,, en fonction de n.
N Démonstration 3

e S’il existe des réels a et b, avec b # 0, tels que : Vn € N, |up 1o = atpy1 + buy | :

(un)nen est une suite récurrente linéaire double/d’ordre 2.

La donnée d’une telle relation et de ug et u; détermine tous les termes de la suite.
Avec ces notations :

Théoréme :

On note (F) : , et on 'appelle ’équation caractéristique de la suite w.

e Si (FE) a deux racines réelles distinctes ry et ry, alors

e Si (E) a une racine réelle double 7, alors

e Si (F) a deux racines non réelles distinctes 7 et ry, alors ces racines sont non

nulles et conjuguées I'une de 'autre; on les écrit sous forme trigonométrique

ug =95, u; =2
Exemple Soit (uy)nen la suite définie par 0 !

Vn €N, upt1 = 3upt1 — 2un
Pour tout n € N, exprimer u,, en fonction de n.

% Démonstration 4



2 Limite d’une suite réelle

2.a Limite finie, définition de la convergence
Définition :

Soit (un)nen une suite réelle.

e Soit £ un réel. On dit que (up)neN

On note cela

e Si (up)nen nest pas convergente, on dit qu’elle diverge/est divergente.

Le réel strictement positif quelconque € est non nul mais aussi petit que 'on veut ; il représente ’erreur

commise lorsqu’on prend u, comme valeur approchée de £.

Remarques sur l’inégalité "|u, — (| <" :
o Elle s’écrit aussi :

e On peut la remplacer, dans la définition, par "|u, — £| < e&".

1
Exemple Montrons que — — 0.
n< n—-+4oo

% Démonstration 5

Proposition :

(unicité de la limite)

Si une suite est convergente, alors elle admet une unique limite.

%A Démonstration 6

Ceci nous autorise & utiliser la notation lim : si u, — £, on peut noter lim wu, = /.
n—+00 n—-+o0o



Proposition :

Toute suite convergente est bornée.

% Démonstration 7

A\ La réciproque est fausse :

2.b Suites convergentes vers (
Proposition :

Soit u € RN et £ € R, (uyp)nen converge vers £ <=

(un)nen converge vers 0 <=

En effet :

Proposition :

Soient u € RN, M € RN et £ € R tels que pour tout n € N (ou a partir d’'un certain rang) :

On suppose que M,, —> 0. Alors u,, — .
n—-+00 n—-4o0o

% Démonstration 8

Méthode a retenir :

Exemples :

(=)™ .. .
— Montrer que (u converge vers une limite & préciser.
Méme question avec (vp,)nen+ définie par v, =

Pour tout n > 2, on pose u, =

2n
n—Arctan(n) -

% Démonstration 9

Corollaire :

u, — LER—
n—-+4o0o

% Démonstration 10

A\ La réciproque est fausse : contre-exemple



2.c Divergence vers +0o ou —oo
Définition :

Soit (uy)nen une suite réelle.
e On dit que (up)neN

et on note sl

e On dit que (up)nen

et on note Sl

Remarques :
e Dans les définitions, on peut remplacer "VA € R" par "VA € RT";"VBcR"par "VB € R™";
Uy < B par u, < B; uy > A par u, > A.
e /\ une suite divergente ne tend pas nécessairement vers +o0o ou —oo; elle peut avoir d’autres
types de comportements.

Exemples :




Exemple : Montrer que la suite v définie par u,, = v/n + 4 tend vers +oc.

% Démonstration 11

Proposition :

Soit u € RN,
e Siwu, —> oo, alors (u,) n’est pas
n—+oo

e Siu, —> —oo,alors (u,) n’est pas
n—+o0o

, mais elle est

, mais elle est

% Démonstration 12

Conséquences :

e Siu, — H4ooouu, —> —o0,alors (uy)en est bien divergente : elle ne converge pas vers

n—-+0o n—-+o0o
un réel /. En effet,

e Une suite ne admettre a la fois +00 et —oo comme limite.

e On en déduit qu’il y a encore unicité de la limite, et qu’on peut utiliser la notation lim.

A\ Les réciproques sont fausses :

Opérations sur les limites

Pour simplifier les énoncés, on va étendre les opérations + et x a R : R auquel on adjoint —oo et +o0.

Lorsque l'opération ne peut étre définie, on parle de "forme indéterminée" (FI); il faudra faire une

étude au cas par cas.

Dans la suite, u et v désignent deux suites réelles, et £, ¢ des éléments de R.

X —00 “+00
+ —00 /eR 400 —00
—00
/' eRr
+o00
+o00
f=—-c0| £<0 | £=0]| £>0 |{=+0c0
T
¢




3.a Somme et mutiplication par un scalaire

Proposition :

e Siu, —> [fetsieR" alors
n—-+o00

e Siu, — fletsiv, — £, alors
n—-+00 n—-+00

% Démonstration 13

3.b Produit, inverse
Proposition :
(Produit dans un cas particulier)

Siu, — Oetsi alors u,v, — 0.
n—+o00 n—-+0o

% Démonstration 14

sinn
Exemple : Vn € N* u, = _—

Proposition :

Siu, — fetsiv, — £, alors
n—-+00 n—-+00

% Démonstration 15

Résultats importants, & connaitre et a savoir redémontrer :

e Siu, — [ avec{ > 0, alors
n—-+0o

Plus précisément,

e De méme, siu, —> £ avec/t <0, alors
n—-+0o0o

e FEn conséquence, si u, — £ avec £ #£ 0, alors
n——+00

% Démonstration 16
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Proposition :

o Siwuy, n_>—+>oo ¢ avec £ € R et £ # 0, alors la suite (u,)nen est non nulle & partir d’un
1

certain rang, et — — -—.
n n—-4oo K

e Siu, — 0,ily a trois cas:
n—-+o00
— SiVn €N, u, >0 (ou bien a partir d’un certain rang) :

— SivVn €N, u, <0 (ou bien & partir d’un certain rang) :

— Sinon,

% Démonstration 17

. . . U 1
On en déduit les résultats pour les quotients : — = u, X —.
Un, Un,

/\ Avec le quotient, les formes indéterminées sont

Exemples : Montrer que les suites suivantes convergent, et déterminer leurs limites :

n®+3n+8

L s —3n2 —
s gyl Un= ooV

VneN, u,=

% Démonstration 18

3.c Composition par une fonction, applications : limites & connaitre

Proposition :

(Composition) Soient « € RN, I un intervalle, f: I — R et a, £ des éléments de R.

On suppose que

Si et si , alors

En particulier, si £ € I et si f est continue en £, alors :

Exemples :

Proposition :
(Croissances comparées)

Soient «v et (8 des réels, avec o > 0. lim lim
n—-+0o0o n—-+o0o

11



Proposition :

Soit u une suite qui converge vers 0.

1 n
Exemples : Vn € N* u, = ¢e"sin(e™); v, = <1 + )

% Démonstration 19

/\ Ne pas inventer de "formule" pour les puissances, et toujours revenir a la forme exponentielle de
la puissance.

Par exemple, "1°°" est une F'I, ce n’est pas 1...

4 Limites et inégalités

4.a Passage a la limite

Théoréme :

e Soit u une suite réelle | convergente |.

On suppose que pour tout n € N (ou bien & partir d'un certain rang) : u, > 0.
Alors

e Soient u et v deux suites réelles | convergentes |.

On suppose que pour tout n € N (ou bien a partir d’'un certain rang) : u, < v,.

Alors

% Démonstration 20

A Cela ne marche plus en général pour les inégalités strictes.

On retiendra donc : "le passage a la limite transforme toute inégalité en inégalités larges".

12



4.b Théorémes d’existence
Théoréme :

(Théoréme d’encadrement ou "théoréme des gendarmes")

Soient u, v, w des suites telles que pour tout n € N (ou a partir d’un certain rang) :

On que (up) et (wy) sont

Alors :

% Démonstration 21

Exemple : Vn € N* v, = M
n

Théoréme :

Soient u, v des suites telles que pour tout n € N (ou a partir d'un certain rang) :

e (théoréeme d’existence de limite par )
Siv, — alors u,, —
n—+00 n—-+00
e (théoréeme d’existence de limite par )
Siu, — alors v,, —
n—+oo n—+400

% Démonstration 22
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5 Théorémes fondamentaux

5.a Suites monotones

Théoréme :

Soit (un)nen une suite croissante.
e Si (uUp)nen est alors

e Si (up)nen nest pas alors

% Démonstration 23

Théoréme :

Soit (un)nen une suite décroissante.
o Si (up)nen est alors

e Si (up)nen n'est pas alors

%A Démonstration 24

Ainsi, une suite monotone admet toujours une limite, finie ou infinie.

n
Exemple : On pose, pour tout n € N*, u,, = Z
k=1

. Montrons que u converge.
n+k d &

% Démonstration 25

/\ (Tarte & la créme) Le majorant obtenu, dans le cas croissant majorée, n’est pas (a priori) la limite!

14



On a cependant les résultats faciles suivants :

Proposition :

e Si wu est croissante et si elle converge vers un réel £, alors

e Si u est strictement croissante et si elle converge vers un réel £, alors

N Démonstration 26
Résultats adaptables pour la décroissance et la stricte décroissance.

5.b Suites adjacentes
Définition :
Soient w et v deux suites réelles.
On dit qu’elles sont adjacentes si :
[

Exemple : On pose, pour tout n € N*, u,, = i et vy = up + —.
k=0
Montrer que u et v sont adjacentes.

% Démonstration 27

Théoréme :

Soient u et v deux suites adjacentes.
Alors

De plus, si u est la suite croissante et v la suite décroissante, en notant £ leur limite commune :

% Démonstration 28

Si les monotonies de w et v sont strictes, les inégalités sont méme strictes :

15



Remarque :
On sait qu’il y a une limite commune ¢, mais trouver ¢ est un autre probléme.

En informatique, les suites adjacentes peuvent servir de valeurs approchées de la limite commune £.

L’avantage est qu’on a une majoration de l’erreur commise :

[V — U

Exemple : Notons £ la limite commune des suites u et v de la démonstration 27.

6 Suites extraites

6.a Deéfinition

Exemple introductif :

Uo Uy U2 u3 Uyg Us Ue ur ug U9 Uu10

Définition :
Soit (uy)nen une suite réelle.
On appelle suite extraite de u toute suite de la forme

Exemples :

6.b Liens avec les limites et la convergence

Théoréme :

On suppose que u a pour limite ¢, avec £ € R.

Alors

% Démonstration 29
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Utilisation trés importante : montrer qu’une suite diverge ou qu’elle n’a pas de limite

Si on trouve une suite extraite (uw(n)) qui

neN
alors (un)nen diverge

En effet :

Si on trouve deux suites extraites qui

alors (up)nen n'a pas de limite.

En effet :

Exemples : Vn € N, u, = (-1)" v, =(—-1)"n
% Démonstration 30

Théoréme :

Soit (un)nen une suite et £ un élément de R tels que

Alors u,, — /.
n—4o0o

% Démonstration 31

6.c Conséquence : a propos des suites géométriques
Proposition :

Soit g € R. (¢")nen converge <=

g<-1|qge]-1L1[|g=1|¢>1

Précisons les limites éventuelles :

% Démonstration 32

7 Exemples d’études de suites récurrentes générales

Nous allons voir la méthode pour étudier les suites réelles (uy,)nen définies par la donnée de wug et par

la relation de récurrence :

’Vn eEN, upy1 = f(un)‘

7.a Représentation graphique

On commencera toujours par tracer, au brouillon, I'allure du graphe de f, avec la droite d’équation
y = x. Cela permet de placer de proche en proche les termes de la suite.
9 9 . . . uO Z —2
Prenons 'exemple d’une suite définie par :
VneN, upr1 =+ 2
Iciona f: [-2,400] — R

x — T+ 2.

17



7.b Limites éventuelles

Théoréme :

Soit u une suite telle que : Vn € N, up41 = f(uy), ot f est définie sur un intervalle.

u converge vers un réel | £ en lequel f est continue ‘, alors

% Démonstration 33

Sur I'exemple ci-dessus, on "voit" graphiquement qu’il n’y a qu’un seul point fixe, 2, pour f (un seul
point d’intersection entre la courbe représentative de f et la premiére bissectrice). Autrement dit, si
on arrive & prouver que la suite converge, c’est forcément vers 2!

Il faudra donc d’abord montrer que la suite converge, ce qui se fait habituellement avec les théorémes

sur les suites monotones (toute suite croissante majorée converge...)

7.c Exemples

Exercice 1. Soit (up)nen une suite vérifiant : Vn € N, upi1 = uy, + 2.
1) En notant f: x + v/x + 2, étudier le signe de f(x) — x sur [—2, +o0].
En déduire deux intervalles I et I stables par f, tels que I; U Iy = [-2, +0o0].
2) On suppose que ug € I (celui contenant les valeurs les plus petites).
a) Montrer que pour tout n € N, u,, est bien définie et appartient a I.
b) Montrer que (up)nen est croissante.
¢) En déduire que (uy,)nen converge et déterminer sa limite.

3) Reprendre la question précédente avec Is.

% Démonstration 34
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ug =1
Exercice 2. Soit (u la suite définie par : 2
( n)nEN p Vn e N, U1 = 1+ =

n

2
Voici le graphe de f:z+— 14 —.
x

a) A l'aide d’un intervalle I stable par f, justifier que la suite est bien définie.
b) On pose, pour tout n € N, v, = ugy, et wy, = ugp4+1.

Montrer que v et w sont des suites récurrentes simples associées a la fonction g = fo f :
VneN,

c¢) Quelle est la monotonie de g = fo f sur I7?
d) Montrer que v et w sont monotones de sens contraire.

e) En déduire que (uy,)nen converge et déterminer sa limite.

% Démonstration 35

Exercice 3. Soit la suite (uy)nen définie par :

ug = 1
VneN, upr1 = un —|—u%
Montrer que (up)nen diverge vers +oo.

% Démonstration 36
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Idées a retenir pour prouver la monotonie de (uy) :
o Utiliser le signe de f(z) — x. Cela marche si les termes de la suite sont dans un intervalle stable

ou le signe de f(x) — x est toujours le méme.
e Utiliser le fait que la fonction est croissante : selon que ug < u1 ou ug > wq, une récurrence
montrera que (u,) est croissante ou décroissante. C’est ce qu’on a fait dans 'exemple 2, mais
avec la fonction g, croissante; comme vy < vy, la suite (vy,) était croissante; comme wy > wy,

la suite (wy,) était décroissante.

8 Suites complexes

8.a Définitions

Une suite complexe est une application u de N dans C. On la note (uy)pen-
L’ensemble des suites complexes est noté CN.

Voici trois suites réelles définies a partir de w :

o la suite Re(u) = (Re(un)),cn- Re(u) est appelée partie réelle de u.

e la suite Im(u) = (Im(uy)),,cn- Im(u) est appelée partie imaginaire de w.

e la suite |u| = (Jup|)nen (module).
/\ Les notions de majorant, de minorant, de monotonie ne sont pas définies pour une suite complexe.
Cependant :
Définition :

Soit u une suite complexe. On dit que w est bornée si :

JKeRY, VneN, |uy <K

8.b Convergence
Définition :
Soit £ € C. Soit w une suite complexe. On dit que u converge vers £ si

Ve>0, AINeN, Vn>N, |u,—/{ <e

Cela revient a dire que la suite réelle (|u, — ¢|) converge vers 0.

Remarques :
e En particulier, dire que u,, — 0 est équivalent a dire que |u,| — 0.
—+00 n——+0oo
e Il y a encore unicité de la limite. On note : £ = lim w,.
n—-+o0o

e Si une suite complexe ne converge pas alors on dit qu’elle diverge.

A Pour une suite complexe non réelle, il n’y a pas de définition possible pour des limites +oo.

20



Proposition :

Soit u une suite complexe et £ € C.

Uy — <= norteo
n—+00 Im(u,) — Im(¢)
n—-+00
A Démonstration 37
Exemples :
1 1
1) Etudier la convergence de la suite u définie par : Vn € N,u,, =1+ on <2 + ) 1.
n
2) Etudier la convergence de la suite u définie par : Vn € N, u, = 1 + ni.
1+4)™
3) On pose : Vn € N,u,, = (_;Z) Montrer que u converge vers 0.

% Démonstration 38

Proposition :

Soit u une suite complexe et £ € C.

Si (uy,) converge vers ¢ alors (Juy|) converge vers |£].

% Démonstration 39

Corollaire :

Toute suite convergente est bornée.

% Démonstration 40

La réciproque est bien stir encore fausse.

Proposition :

Soit g € C. La suite (¢")nen converge si et seulement si ‘ lgl <loug=1|

Dans le cas |¢|] < 1, la limite est 0; dans le cas ¢ = 1, la limite est 1.

% Démonstration 41

Proposition :
Soient u et v deux suites convergeant respectivement vers £ et ¢. Soit A\ € C.
Alors Au converge vers M\ ; u + v converge vers £ + ¢ ; uv converge vers £’ ;

. u
et si, pour tout n € N, v, # 0, alors — converge vers —
v

o

Remarque :
On peut aussi définir la notion de suite extraite et les résultats concernant les suites extraites réelles

restent valables dans le domaine complexe.
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