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Ch 6 - Démonstrations non faites en classe.

Théoréme :

Soit (E) : y'(z) + a(x)y(xz) = b(z) avec a, b I — K continues, avec I intervalle.
Pour tout xy € I et pour tout yy € K, il existe une unique solution y de (E) telle que y(xo) = yo.

Démo 6 : Fixons xg € I et yp € K.
D’aprés la partie 3.b, (E) posséde des solutions sur I, notons-en une y,; et, en
notant A une primitive de a sur I, nous savons que les solutions de (F) sur I sont

les fonctions de la forme
z = yp(x) + Ae A0 N e K.

Une telle solution est entiérement déterminée par A, il suffit donc de prouver qu’il
existe une unique constante A pour laquelle la condition initiale est vérifiée.

On prend donc A € K et on note y : &+ y,(z) + AeA®).

y(@0) = yo <= yp(z0) + Ae~A®) =y
s Ae AW0) =y — yp(x0)

<= X = (Yo — yp(®0)) eAo)

La valeur (yo — yp(0)) e4(*0) est bien une constante (tout est fixé : 29, yo, les fonc-

tions y, et A), d’ou le résultat.



Théorémes de la partie 4.a : EDL2 a coefficients constants homogénes

On considére
(H) : ay'(z) + by () + cy(x) =0,

ol a, b, ¢ sont des réels ou des complexes, a non nul.

On note (K) I’équation caractéristique :
ar? +br + ¢ = 0.

Lemme :

7 est racine de (K) si et seulement si x — €"* est solution de (H).

Démo : Notons, pour tout r € C, ¢, la fonction : z +— €™

oy est deux fois dérivable sur R, et pour tout x € R,

re 2 rx

on(z) =re™, ol(z)=r’e
D'ou :

@ solution de (H) <= Vaz € R, ar’e™ 4 bre"™ + ce™ =0

<~ VzeR, (ar2+br+c)em:0

<~ ar’4+br+c=0 car exp ne sannule jamais

Démo du th, cas C: Soit y : R — C deux fois dérivable.

Soit 71 I'une des solutions de (K). On note 7o I'autre racine, éventuellement ro = 71

dans le cas A = 0.
Posons z: R — C
x = ylr)e T,

Par produit, z est deux fois dérivable sur R, et pour tout = € R,

1T

y(z) = z(x)e
y'(2)

2 (2)e"” + 2(x)rie" = (2 (z) + r1z(z)) €

Y (2) = 2" (2)e™® + 2/ (2)r1e"® + 2 (x)r1e" + z(x)rie”

- (z”(x) +2r 2 (z) + T‘%Z(LE)) erne

D’ou :

y solution de (H) <=V € R, a(2"(z) + 2r 2 (z) + riz(z)) e™*

= VzeR, a(z"(

(z/(:z) +riz(x )) et +cz(z)e"* =0
") + 2r 2 (z) + T%Z(%))

+ b (2'(z) + r1z(z)) + cz(z) = 0 car exp ne s’annule pas

<~V eR, a"(z) + (2ar; +b) 2 () +

ar? 4+ bry + ¢

| ——
0

z(x) =0



Or, comme 71 et ry sont les solutions de (K), r1 + 19 = —, d’ott ar; + arg = —b puis
a
ary + b = —ars.

Donc 2ar; + b = a(ry — r2). Ainsi :

y solution de (H) <=V € R,a2"(z) +a(ry —r2)2' () =0
< VzeR,2"(x)+ (r1 —r2)2 () =0 cara # 0
+— 2/ solution de (E') : Y/ + (ry —m2)Y =0

Or les solutions de (E') sont les x — e (M=) N\ c C. D'ou :
y solution de (H) <= 3INe€C, Vz € R,/ (7) = e (r1—r2)z
o Cas A#0ie r #ry:

y solution de (H)

<—3JNeC, FJpelC, Ve eR, z(z)= A e(TT”)x—F,u
Tg — T
A
<:>E| )\ S C, El/ub S (C, Vx S R, y(ﬁ) = me(rzirl)zerlx —+ /Lerlm
car z(z) = y(z)e "7
A
<3IXeC, IpelC, Ve eR, y)= ﬁemr + pe’”
2 —T1

<—3JINeC, FJpeC, Ve eR, y(x)= X"+ pe™®

décrit R, et réciproquement.

car, lorsque A décrit R,
To — 71
e CasA=0:7r=rs.

y solution de (H) <= 3INeC, Vz e R, 2/'(z) =\
<~ 3JNeC, FpeC, Ve eR, z(z)=x+p
<= 3J eC, FJpelC, Ve eR, y(z)=Ae+p)e®



Démo du th,casR:

e Cas A > 0et A =0:méme démo que dans le cas complexe, sauf que les

constantes A et u décrivent R et non C.

Cas A<0:0Onar; =a+iwet rg =a—iw, avec @, w réels, w # 0. On
connait donc les solutions de (H) a valeurs complexes.

Soit ¢ : R — R deux fois dérivable.

y solution de (H) a valeurs réelles

solution de (H) a valeurs complexes
{ y (H) av plex

VreR, ylx) eR

(A, p) €C2, Vo €R, y(z) = Aelotiw)r 4 ela—iw)
VzeR, yx) eR

{ J(\p) € C?, Vo € R, y(x) = \e®@eW? + e~

!

!

Ve eR, ylx) eR

]

VreR, ylx) eR
(A, B,C,D) e R Vz € R,

=1 y(z) =e*[(A+iB) (cos(wz) + isin(wz)) + (C +iD) (cos(wz) — isin(wx))]
VzeR, ylx) e R
3(A,B,C,D) € RY, Va € R,
— y(x) = e** [Acos(wzx) — Bsin(wz) + C cos(wz) + D sin(wz)]
+ie** [B cos(wx) + Asin(wz) + D cos(wz) — C'sin(wz)]
VzeR, ylx) eR
[ 3(A,B,C,D) e R4, Vz €R,
PN y(x) = e* [(A+ C) cos(wzx) + (D — B) sin(wz)]
+ie®* [(B + D) cos(wzx) + (A — C) sin(wx)]
Vo eR, e [(B+ D)cos(wz) + (A —C)sin(wz)] =0
3(A,B,C,D) € R* Vz € R,
PN y(x) = e* [(A+ C) cos(wzx) + (D — B) sin(w)]
+ie* [(B + D) cos(wx) + (A — C) sin(wz)]
Ve eR, (B+ D)cos(wz)+ (A— C)sin(wz) =0

Notons (%) : Vo € R, (B + D) cos(wzx) + (A — C) sin(wz) = 0.
B+D=0
Clairement, * = (x).
A-C=0
Réciproquement, si (k) est vérifiée, alors pour x = 0 on trouve B+ D = 0; et

pourw:QL, on trouve A — C' = 0.
w
B+D=0 - B
(%) <= =
A-C=0 C=A

D’ou:  y solution de (H) & valeurs réelles
«—3(A,B) eR? Vz eR, y(z)=e**[24cos(wz) — 2B sin(wr)]
=3I\ p) €R? VreR, y(z) = e [Acos(wz) + psin(wz)]

Finalement,

Car, si A décrit R, 2A décrit R, et réciproquement ; idem avec —2B.
4

H(A,B,C, D) € R4, Ve R, y(:c) = et [(A—i—iB)eiwx + (C’—i—iD)e*"W]



