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Correction du devoir surveillé 2.

Exercice 1
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2°) Soit x € R.
1+22#£0
f est définieen z <— 1 — 22
—1< <1
T 14227
= —1-2t<1-22<1+2° car 1 + 22 >0
— —2<0 et 0<22?% toujours vrai

Ainsi, .

Remarquons que comme —2 < 0, on a, pour tout z € R, —1 <

1 — 2

1422
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Par ailleurs, T2

+x2:1<:>1—x2:1+x2<:>x:0.

2
T
5 est dérivable sur R* et a valeurs dans | — 1; 1[ sur cet

Par quotient, la fonction x —

ensemble. Arcsin est dérivable sur | — 1; 1[. Par composition, f est au moins dérivable sur R*,

i.e. sur Z\{zo} avec .
Vo € R*,
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3°) a) Soit z € C, distinct de i(v/3 + 1).
f2)=2 = 1+2=(V3+1+i2)z < i224+V32-1=0

Le discriminant de cette équation du second degré vaut : A = \/32 + 41 = 3+ 44.
Soit § = x + iy ou (z,y) € R2

(x +iy)? =3+ 4i
|z + iy|* = |3 + 44|
2?2 —y? +i(2wy) = 3+ 4i
Pty = AT

{
{ﬁf (1)
( :

02 =3+ 4i — {

2zy =4 par unicité de la forme algébrique

212 =8
D+@) [ {ng {xz—?
<~ xYy =2 <~ ou

y=1

On constate que § = 2 + 7 convient comme racine carrée de A.

—V3+2+1i —V3—-2—1
Doncf(z):z@z:uouz:—,z.

27 29
Comme les deux valeurs obtenues sont distinctes de 2(\/§ + 1), on conclut que les points

fixes de f sont (puisque % = —i):

1+M¢§—met—1+x¢§+m
2 2 ‘

4°) Soit z € C, distinct de i(v/3 +1).

If(2)] =1 <= |f(2)]* =1 car 1 et |f(2)| sont positifs

= 1422 =[V3+1+iz

= (1+2)(1+2)=(V3+1+iz)(V3+1—12)

= 1+ (+2)+22=(V3+1)? +i(z—2)(V3+1) + 22
<~

1+ (2+2) =3+14+2V3+i(z—2)(V3+1)



Notons z = Re(z) et y = Im(2), de sorte que le point M d’affixe z ait pour coordonnées (x, y).
Alors z +Z =2z et i(z — Z) = i2iy = —2y, donc :

1f(2) =1 <= 22=3+2V/3-2(V3+1)y

Remarquons que si z = i(v/3 + 1), i.e. z = 0 et y = (v/3 + 1), 'équation n’est pas vérifiée.
Ainsi, 'ensemble des points M solutions est |la droite d’équation 2z + 2(\/§ + 1y =3+ 23|,

Exercice 2

1°) Soit # € R. On a|ch’z —sh’z = 1‘donc ch?z +shz = sh’z +shz + 1.
Etudions le trindme du second degré X2+ X +1; son discriminant est : A = —3 < 0. Comme
le coefficient de X? est positif, ona: VX €R, X2+ X +1>0.

Dong, |Vz € R, ch*z +shz > 0]|.

2°) f est dérivable sur R comme somme et composée de fonctions dérivables.
Vz € R, f'(x) = chz eh® — 1
Par somme, produit et composée de fonctions dérivables, f’ est dérivable sur R et : Vo € R,

f"(z) = ch®x e"* +sha eShe

= (25M(ch2 x+shz) >0 car exp est strictement positive et par la question 1

f'(0) = ch(0)e™® — 1 =0 car ch(0) = 1 et sh(0) = 0; de méme f(0) = e —0 —~1=0.
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On en déduit que, |pour tout z € R, f(z) > 0|

3°) Soit z € ]0, 1[. Par la question précédente, f(z) > 0 donc e'® > 1+ (c’est méme vrai pour
tout réel x)

En appliquant & —z, on obtient :

esh(fx) > 1— 7

T >1 g par imparité de sh
1
—>1-2>0 car x € ]0,1]
€S x
eshm < 1 .
I
1

Finalement : |Vz €]0,1[, 142 <¢eM® <

1—2x|




4°) Soit n > 2. On va reconnaitre des sommes téléscopiques :

Zln(l+> iln(kJrl) i(—ln(k)—kln(k—kl))

= —In(n )+1n(n+1)jln(n—i—l)—|—1n(n—|—2)+---—1n(np)—|—ln(np+1)
= —1In(n) +In(np + 1)

:me <1-%> Y (%) zi(—ln(k—l)—ln(k:))
1
1

=In(n—1)—In(n)+In(n) —In(n+1)+---+In(np — 1) — In (np)
In(n 1

= In(n — 1) — In(np)
np
1 —1
Zln(l—g)zln(n )
k=n np
5°) Soit n > 2. Pour tout z €]0,1[, 0 < 1+ z < ™* < - donc, par croissance de In :

— X

1
ln(1+x)§shx§1n(1 ) = —1In(1l — x).

Comme n > 2, pour tout k € {n,...,np}, % €]0, 1] donc on peut écrire :

(isd)a(l) = n(e-t)

Sommons ces inégalités pour k allant de n a np :

Zln<1+ ><Sn_ Zln(1—_>

In (np+1) <S5, <-—In (n—l) )
n np
6°) p est fix¢ dans N*.

Pro_ p+ — — petlnest continue en p donc, In ( P ) — Inp.
n n n—+oo n n—s+00

. n—1 1 1 1 n—1 1
De méme, =—-—— — —,donc —1In — —In( - ) =Inp.
np p np n——+00 p np n——+0o00 p

Donc, par le théoréme d’encadrement, | lim S, =Inp]|.
n—-+0oo

Donc, par 4,

Exercice 3

N(N +1
+) —~N=N(N+1)-N,

1°) a) SN_Z22—1 —QZZ - 21_2

Ainsi | Sy = N?|.




b)

d)

2°) a)

b)

c)

Lorsqu’on somme Iy, I, ..., I,, on obtient la somme de tous les entiers impairs a partir

de 1, jusqu’a un certain entier impair; comme chaque somme [, comporte k termes, le

n(n+1)
2

n
nombre total d’entiers impairs présents est Z k=
k=1

2

n(n+1)
2

(- (55)

”Z ((n+1)2 = (n— 1))

2
Soitn>2.0Onal|l,=1T,—T,_1 ‘ Or T, = Sty = ( ) d’aprés la question a.

Donc,

= (n +2n+1—n? +2n—1)

= —4n

NE

3

I,=n

Onal,=3+5=38, cest bien 22; ona I3 =7+ 9+ 11 = 27, c’est bien 33.

On a également I; = 12, donc la formule trouvée ci-dessus est valable pour tout n € N*.
Ainsi, pour tout n € N*,

n n 2
2 : 3 _ Z o | (nn+1)
k’ = ]k = Tn = Sn(n2+1) = (T
k=1 k=1

Le discriminant de cette équation du second degré est A =1 —-4x1x (—n(n+1)) =
4n? +4n+1=(2n+1)%

—(—1 2 1 —(—1)— (2 1
Les solutions sont donc ( )+2( nt )et (=1 2( nt ),c’est—a—dire.

Par hypotheése :

n+1 n+1 2
k=1 k=1
n n 2
3 3 _
Uy + un+1 U + Un+1
k=1 k=1
n n 2
4 ud - +2
Ug T Uptq Uk Uppy T SUnt1 ) Uk
k=1 k=1 k=1

n 2 n n
r <Z uk> = Z uj par hypothese, d'ott |ul, | = u2 | + 2uy41 Z U, |
k=1

k=1 k=1

Nous allons raisonner par récurrence forte. On pose, pour n € N*, H,, : u,, = n.
e Par hypothese, u} = u? donc u?(u; — 1) = 0.
Comme u; > 0, on a en particulier u; # 0, donc u; = 1. Ainsi, H; est vraie.
e Soit n € N* fixé. On suppose que Hy est vraie pour tout k € {1,...,n}. Montrons que

H, . est vraie.

D’aprés la question précédente, un b1~ Unpy — 2Upg Z u, = 0.



1°)

2°)

3°)

4°)

5°)

n(n+1)

n
Comme pour tout k € {1,...,n}, u, =k, et que Z k= , cela s’écrit :

k=1
3 2 _
Upiqg — Uppq — U’n+1n(n + 1) = 0.

Or upt1 > 0, donc u,y1 # 0, donc u2 | — upy1 — n(n+1) = 0.
Ainsi u, 1 est solution de I’équation résolue en question a. Comme u,,; > 0, on en
tire que Up41 =n + 1.
On a bien montré que H, . est vraie.
e Conclusion : |pour tout n € N*, u,, =n ‘

Exercice 4

f est définie sur R comme somme et composée de fonctions définies sur R.

f est dérivable sur R comme somme et composée de fonctions dérivables sur R.
1 1 1
Soit x € R, f'(z) = > 0.
oit x f'(x) 1+($_3)2+1+$2+1+($+3)2

‘ f est donc strictement croissante sur l'intervalle R ‘

f est continue sur R, strictement croissante sur R, et R est un intervalle.
Donc, d’aprés le théoréme de la bijection, f réalise une bijection de R dans f(R), et f(R) =
3m 3w
I I — | 2T T
Lir_noo flw), lim f(w){ 1 279 {
o 3m 3w
Or. = ¢ |22 22
hyS } 2772

Autrement dit | (x) posséde une unique solution zy € R.

om
[, donc 1 admet un unique antécédent xo par f.

Calculons f(4) = Arctan(1) + Arctan(4) + Arctan(7) = % + Arctan(4) + Arctan(7). Comme

)
Arctan(4) < g et Arctan(7) < g, on en tire que f(4) < % + g + g = Zﬂ

Ainsi, f(4) < f(xg). Si on avait 4 > ¢, par croissance de f, on aurait f(4) > f(zo) : absurde.
Done [1 < 2]

T
Comme 1 < 2 et que Arctan est strictement croissante, i Arctan(1) < Arctan(2). On a aussi

T T T T
Arctan(2) < 5 puisque Arctan est a valeurs dans }—5, 5 [ De méme, 1< Arctan(b) < BL

donc par somme g < 6§ < w. Donc tan(f) est bien défini.

Calculons :

tan(f) = tan (Arctan(2) + Arctan(b)) = ;Eint;Anr(iiEEzi)(;;)tj;ln((A;::;E?;;)

245
1-2x%5
7

tan(0) = ~3

f(5) = Arctan(2) + Arctan(5) + Arctan(8) = 6 + Arctan(8). Or, de méme qu’a la question
- 4 7T 7T . 3m 3T
précédente, on a 1< Arctan(8) < BL et on a vu que 5 < 0 < 7, ce qui donne 1< f(5) < -

Ainsi tan (f(5)) existe, et :

tan (f(5)) = tan (0 4+ Arctan(8)) = 1ta_ntfr)1 (;)t?;n(é:ij;rfg;)




Or tan (0) = —g et tan (Arctan(8)) = 8 donc :

T, T4
Tt T 1412 65
tan(fO) = —%—="555% ~ 9336 o |

Ainsi, tan (f(5)) = tan (4) Onentireque 3k € Z, f(5) = %—i—lm. Comme f(5) € {— —

™ 5%
:—_|_7T:_

la seule possibilité est f(5) 1 1

Par unicité de la solution de (x), on en tire que .

Exercice 5

1°) Soit z € C.

2"+ 1l=0« "= -1
i aneiﬂ
(z)z":(ei%)n

(=) =1
e'n

< Jke{0,...,n

<~ 3Jke{0,...,n

_1}7 ——e n

— 1}, z=¢lnet

z j2km

en

-2k

Donc 'ensemble des solutions est

{ B e 0,

n—l}}.

2°) a) Soit z € C.

3 (s+e) - ())
(

par la formule du binéme

N
eZT> ) (échange des sommes)

n n—1
n 2k n
( )zp g e’%("_p) car ( )zp est une constante vis-a-vis de &
0 p k=0 p

2k7r
E et n (n=p)

7n}7 ap

pentier<:>p:noup:(),

p:
n—1 n
i 2km n p
<z—1—e n) = ( )apz avec, pour tout p € {0, ...
k=0 p=0 p
n—1 ) k
b) Soit p € {0,...,n}. %:Z <e’7ﬂ(” p)> .
k=0
e Ona:en? =1 2 T(n—p) = 0)271] <=
puisque p € {0,...,n}. Ainsi, [sip=0oup=mn, a, =n|




e Sinon,

a, =
P .2(n—p)m
l—e"n
1 €i2(n—p)7r
= 1 eiQ(n—p)Tr

n—1
c) D’apreés les question a et b : (z + ei%Tﬂ> = (g) ap?’ + <n) az" ={n(l+2")|
n
k=0
3°) a) Soient 6 et 0" deux réels.
610 X 629/ _ . 929’ (€z<99+20> ny (9/79459 ))
040’ 9—0" 0'—0
— ' 2 <€Z2 _|_€Z2>
/ 0—0
e 4+ e = ™52 cos ( )
b) Prenons z = e'n, d’aprés la question 1, on a donc n(z" + 1) = 0.
n—1
Donc, d’aprés la question 2c, Z (ei% + ei%Tﬁ) = 0.
k=0
. - . o 7 . 2km
Soit k € {0,...,n — 1}, utilisons la question précédente avec § = — et 8/ = — :
n n
2k 2k +1 2k —2k+1
g g =T 2k _ R DT g g T (22 DT
n n n n n n
ein + e = 261 “5" cos <—(_2k i 1>7T)
2n
_ i <(2k — 1)7‘(‘)
2n
- . ~\ " . ] ™ Qk - ].
d’ou (eZE + e’%> — 9n e ogn <—( )W)
2n
—_ 2k — 1
— 2n6z561k7r cos™ (( )W)
2n
2k — 1 . .
= 2"i(—1)* cos™ (—( )W) car e = (¢M)F = (—1)*
2n
Ainsi :
n—1 n—1
i 122 — omi(—1 k n
(e +e > Z i(—1)" cos 5
k=0 k=0
n—1
2k — 1
=2" Y (1) cos" <( )ﬂ)
2n
k=0

Puisque cette somme est nulle et que 2" # 0, on obtient bien :




